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Prologo 


Estas notas de Algebra Lineal responden a cursos desarrollados en la Facultad de Ciencias Fisicas de la 
Universidad Complutense durante varios periodos. A traves de ellos, el plan de estudios ha cambiado y, 
como consecuencia, la duration de los cursos y su contenido. Hemos procurado que este texto comprenda 
el actual temario de la asignatura, aunque ello dependera en ultima instancia del enfoque particular 
que cada profesor de al tema. Pero ademas aparecen en el otras cuestiones que complementan o aclaran 
algunos aspectos de la asignatura y que, aunque pueden ser evitados en una primera lectura, contribuyen, 
desde nuestro punto de vista, a una mejor comprension del tema tratado. 

El contenido se divide en cuatro grandes temas dedicados al estudio de los espacios vectoriales, las 
aplicaciones lineales y la teoria de matrices, los espacios con producto escalar y los operadores en estos 
ultimos espacios. Estos temas van precedidos por una introduction con conceptos elementales sobre 
estructuras algebraicas. El curso se completa con un capitulo sobre tensores y algunos conceptos de 
geometria afin con una aplicacion a la clasificacion de conicas Tambien se incluye una coleccion de 
problemas planteados en clase o problemas de tipo clasico similares a los que pueden encontrarse en otros 
textos, asi como problemas propuestos en examenes de la asignatura. 

En cuanto al tema primero de estructuras algebraicas, no todas las nociones expuestas son necesarias 
para el curso. En particular, la teoria de grupos podria parecer excesiva y no es nuestro objetivo insistir 
en ella. Sin embargo, el conocimiento de algunas nociones del grupo de permutaciones es esencial para 
una mejor comprension de la teoria de determinantes y por eso se ha desarrollado con un cierto detalle. 
Asimismo, aunque desde luego no se entra en la construction de los numeros reales (un tema que no es 
propio del algebra) si se desarrolla la de los numeros complejos, pues resulta fundamental en el curso. 
Algunas ideas sobre anillos y cuerpos completan este capitulo que se cierra con la primeras nociones sobre 
polinomios. 

Los capitulos dedicados a la teoria de espacios vectoriales, aplicaciones lineales y matrices son funda- 
ment ales y forman parte de cualquiera curso basico de algebra lineal. En el enfoque que aqui se ha dado, 
los sistemas lineales aparecen como asociados de forma natural a la teoria de aplicaciones lineales. Pen- 
samos que, como el planteamiento de forma independiente ya se ha estudiado en cursos anteriores, merece 
la pena enfocarlo desde la perspectiva mencionada. Asimismo, los espacios de aplicaciones lineales, en 
especial el espacio dual, permiten la introduction de nuevos ejemplos de espacios lineales que resultaran 
de gran utilidad en el resto del curso. 

El capitulo dedicado al estudio de las formas canonicas de endomorfismos puede simplificarse en gran 
manera. En particular la falta de tiempo aconseja muclras veces prescindir del estudio de formas canonicas 
de Jordan para endomorfismos que no son diagonalizables y limitarse a un estudio de los diagonalizables. 
Pero no cabe duda de que, aun sin entrar en el detalle de la construction de estas formas de Jordan, si 
merece la pena lracer algiin comentario sobre su existencia y estructura. 

los temas dedicado a espacios con productos escalares son basicos en las aplicaciones, en particular 
en Fisica que es el objeto final de los estudiantes a los que van dirigidas estas notas. Algunas cuestiones 
como la definition de formas sesquilineales pueden ser evitados pasando directamente a las cuestiones 
relacionadas con el producto escalar. Pero las formas canonicas de operadores simetricos, unitarios y 
ortogonales deberian hgurar en el contenido del curso. 

El capitulo sobre tensores es un tanto singular en la estructura del curso. Parte de su contenido 
sobrepasa ciertamente el nivel general de estas notas. Pero no es dificil extraer de el las ideas mas 
elementales de lo que es un tensor bajo transformaciones. Ademas dado su caracter aislado su supresion 
no afectaria a un curso basado en este texto. 
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Finalmente se presenta un capltulo con cuestiones mas geometricas como los movimientos en los 
espacios euclideos y como aplicacion la clasifrcacion de conicas, sobre el que, sin embargo, no se ha 
incluido ningiin problema en esta version. 

Muchas cuestiones que aparecen en esta notas no pueden ser expuesta en el desarrollo del curso, pero 
esperamos que su lectura ayude, como lremos diclro al principio, a la comprension de todo el temario. 

Muchas Iran sido los fuentes de las que Iran surgido estas notas. Aparte de la experiencia de los autores 
(y de los numerosos libros consultados) citaremos la contribution de los profesores del Departamento de 
Fisica Teorica II de la Facultad de Ciencias Fisicas de la Universidad Complutense que Iran ensenado 
esta materia durante di versos cursos. Aunque, como es habitual, los errores y faltas nos correspondan 
exclusivamente, los aciertos y utilidad de estas notas deben adjudicarse a todos ellos (en particular 
tambien a nosotros). 


Alberto Ibort 
Miguel A. Rodriguez 
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Estructuras algebraicas 


Grupos. Anillos. Numeros enteros. Cuerpos. Numeros racionales. Numeros reales. 
Numeros complejos. Polinomios. 


1.1 Notacion y teorfa de conjuntos 

Se supone que los alumnos se hallan familiarizados con la teorfa elemental de conjuntos. A lo largo de 
este texto los conjuntos seran denotados habitualmente por letras latinas mayusculas A, B,C, . . . , X, Y, Z. 
Los elementos de un conjunto A se clenotaran por letras latinas minusculas a,b,c, . . . ,x, y , z. El sfmbolo 
a £ A significa que el elemento a pertenece al conjunto A, asf A = {a £ A}. Existe un conjunto que no 
posee ningun elemento, tal conjunto se llama vacfo y se denota por 0. 

Nota. Aunque no sera necesario en este curso, nos gustarfa hacer notar que no todas las cons- 
trucciones que pueden hacerse en algebra (incluso a este nivel elemental) conducen a conjuntos. 

Por ejemplo la familia formada por todos los conjuntos no es un conjunto (f,Por que?). En 
este sentido es conveniente tener cuidado al definir conjuntos y utilizarlos. Por ejemplo, si 
“definimos” el conjunto de los numeros racionales cuya primera cifra decimal es cero nos 
encontramos que no sabemos si el numero 1/10 pertenece o no, ya que su expresion decimal 
es 0.1 = 0.09, por tanto no hemos definido un conjunto. Un ejemplo mucho menos evidente 
es el siguiente: consideremos el conjunto de los numeros naturales “interesantes” . Podemos 
probar inmediatamente que todo numero natural es “interesante” . En efecto, tomemos el 
complementario C de este subconjunto. Ciertamente el numero 1 es interesante luego no 
pertenece a C. Probemos que (7=0. Si C ^ 0 existe un elemento m mfnimo en dicho 
conjunto, luego m es el numero natural mas pequeno que no es interesante, pero esta es desde 
luego una propiedad interesante, por tanto m es interesante y C clebe ser vacfo. QED 


f 

El sfmbolo f:A—>B (o tambien A — > B) denotara a lo largo del texto una aplicacion / del conjunto 
A , llamado dominio de /, en B , llamado rango de /. Si /: A — > B, g: B — » C son dos aplicaciones g o / 
denotara su composition. La imagen de a € A por / se denotara f(a). Con esta notacion definimos la 
composition de aplicaciones como (g o f)(a) = g(f(a)). 

El producto cartesiano de dos conjuntos A, B se denotara por Ax B y se define como A x B = {(a, b) | 
a € A, b € B}. La union de dos conjuntos se denotara por AL) B = {x \ x £ AV x G B}, yla intersection 
por Afl B = {a; | x € A A x € B}. Denotaremos por A \ B = {a £ A \ a £ B}. Asf, A \ A = 0. 

El cuantificador logico V significa “para todo” y 3 significa “existe”. Tambien utilizaremos 3! que 
significa “existe un unico”. 
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TEMA 1. ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS 


1.2 Grupos 

1.2.1 Operaciones binarias internas 

Una operacion binaria interna en un conjunto X es una aplicacion *: X x X — > X. Habitualmente la 
imagen por la aplicacion * de dos elementos x, y £ X se denotara por *(x, y) = x * y, y se leera “x 
multiplicado por y” o “x por y” . Escribimos {X, *) para denotar el conjunto X junto con la ley *. Si 
X es un conjunto finito, una operacion binaria * se puede describir dando su tabla de multiplicar: se 
colocara sobre el eje OX los elementos de X y sobre el eje OY de nuevo los elementos de X. En los nodos 
o puntos de intersection en el reticulo definido por estos puntos, colocaremos los resultados de multiplicar 
los correspondientes elementos. Esto es, si X — {xi,X 2 , ■ ■ ■ ,x n }, tendremos, 


~k 

Xi 

X2 

%n— 1 

X n 

X\ 

X\ * X\ 

X\*X2 

X\ 'k Xji— i 

X\ -kX n 

X2 

X2 * X\ 

X2*X2 

X2 ^ %n— 1 

X2 *X n 

x n 

X„ * Xi 

X n -kX 2 • 

• • X n "k X n — i 

Xn * X n 


Notese que * es una aplicacion si y solo si la tabla queda completamente llena y en cada nodo hay un 
unico elemento. 

Ejemplo 1.2.1 Sea X = {a, 6} y * la operacion binaria interna con tabla de multiplicar 


kc 

a b 

a 

a b 

b 

b a 


La tabla anterior es equivalente a la definition de la aplicacion ★, a *a = a, a*b = 6, b*a = b , b*b = a. 

Ejemplo 1.2.2 X = {a, b}. Definiremos la operacion binaria interna _L a traves de su tabla de multi- 
plicar, 


_L 

a b 

a 

b 

a 

b 

a 

b 


o equivalentemente d 1 a = a, a -kb = a, b E a = b, b Eb = b. 

Un elemento e £ X se dira que es neutro por la derecha respecto a * si x*e = x, \/x £ X. Analogamente 
se dira que es neutro por la izquierda si e * x = x, \/x £ X. Diremos que e es simplemente neutro si es 
neutro por la derecha y por la izquierda. En otros terminos un elemento es neutro si su columna y fila en 
la tabla de multiplicar es simplemente una copia de X. En el ejemplo 1.2.1 a es neutro. En el ejemplo 
1.2.2 no hay elemento neutro. 

Ejercicio 1.2.1 Probar que si (A,*) tiene elemento neutro e, este es unico. 

Sea ( X , ★) un conjunto con producto * y elemento neutro e. Diremos que y es un inverso a derecha 
(izquierda) de x si x * y = e (y * x = e). Diremos que y es un inverso de x si es inverso a derecha e 
izquierda. 


Ejemplo 1.2.3 Sea X = {a, 6, c} con la operacion binaria interna, 


~k 

a 

b 

c 

a 

a 

b 

c 

b 

b 

a 

a 

c 

c 

a 

b 



1.2. GRUPOS 
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Observamos que a es el elemento neutro. b k b = a implica que b es un elemento inverso de b. 
bk c = a = c-kb implica que c es un elemento inverso de b. 

Diremos que una operation interna k es asociativa si ( xky)k z = xk(ykz), Vx, y, z G X. En tal caso 
k se llamara usualmente “producto” en X. 

Ejercicio 1.2.2 Probar que si * es asociativa y x £ X tiene inverso, este es linico. Tal elemento se 
denotara habitualmente por x . 

Las operaciones de los ejemplos 1.2.1 y 1.2.2 son asociativas, no asi la del 1.2.3. 

Un conjunto X con una operation asociativa * se denomina semigrupo. 

Ejemplo 1.2.4 IN = {1,2,3, . . .} denota el conjunto de los numeros naturales. Denotaremos por + la 
operacion binaria interna definida por la adicion ordinaria de numeros naturales. (IN, +) es un semigrupo 
que no posee elemento neutro. Denotaremos por • la multiplication ordinaria de numeros naturales. (IN, •) 
es un semigrupo con elemento neutro 1. 

Asi como la tabla de sumar no se obliga a “memorizar” a los ninos, la tabla de multiplicar de los 
numeros naturales se hace memorizar a todos los ninos del mundo. Es la primera operacion interna no 
trivial que pertenece al acervo cultural de la humanidad. 

Una operacion binaria * se dira conmutativa si x k y = y k x, Vx, y £ X. Las operaciones +, • en el 
ejemplo 1.2.4 son conmutativas. Las operaciones de los ejemplos 1.2.1 y 1.2.3 son conmutativas pero la 
del ejemplo 1.2.2 no lo es. Si k es conmutativa su tabla de multiplicar es simetrica respecto a la diagonal. 

Si X posee dos operaciones interims *, _L, diremos que _L es distributiva respecto de * si xk (y J_ z) = 
(xkz) -L (x k z), Vx, y,z £ X. En (IN, +, •), la suma + es distributiva respecto de •. 

1.2.2 Permutaciones y grupos 

Por muy variadas razones la familia de las permutaciones de una coleccion finita de elementos forman un 
conjunto muy importante. Lo vamos a discutir detalladamente. Consideremos por ejemplo el conjunto 
X = {1,2,..., rz.} de los n primeros numeros naturales. Una permutation de 1, 2, . . . , n es una biyeccion 
<x. X — > X. Notese que a(l) sera por tanto un numero natural entre 1 y n que podemos clenotar por a\, 
a(2) sera otro denotado por a 2 , etc., hasta a(ri) = a n . Diremos que la lista de numeros oqa^ • • ■ a n se 
obtiene de la 123 ■ ■ ■ n por una “permutation” , la permutation a. Es conventional escribir la permutation 
a como una matriz 

(l 2 ••• n 

a = 

V 0-2 * * * (X 

que es autoexplicativa, esto es, 1 1 — > an, 2 1 — > 012 , ■■■ , nn a n . 

El conjunto de todas las permutaciones del conjunto {1, 2, . . . , n} se denotara por S n . En S n definimos 
una operacion binaria interna • como la composition de aplicaciones, esto es: 

a ■ (3 = a o/3, Va, (3 £ S n , 


esto es, ( a ■ (3){i) — a(/3(i)), i= 1,2, ... ,n. 

La operacion • es asociativa ya que la composition de aplicaciones lo es (jprobadlo!). 

Denotaremos por e la permutation correspondiente a la aplicacion identidad, esto es, e(i) = i, i = 
1, 2, , . . , n, o en la notation anterior 


e = 


1 

1 


2 

2 


n 

n 


Claramente a ■ e — e ■ a = a, Va £ S n , por tanto e es el elemento neutro de (S n , •). Toda permutation 
a tiene elemento inverso (junico!). En efecto, si a € Sn como a es biyectiva existe la aplicacion inversa 
a -1 : X — > X, tal que a~ l (i ) = j si a(j) = i. Es evidente que a ■ a^ 1 = a^ 1 ■ a = e. 
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TEMA 1 . ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS 


Ejemplo 1.2.5 Sea a = 

entonces, 

a ■ (3 = 


y 


(3 ■ a = 


12 3 4 
2 4 13 

12 3 4 
2 4 13 

12 3 4 

13 4 2 


2 3 4 
14 2 


Sea (3 = 


12 3 4 

13 4 2 


12 3 4 

13 4 2 

12 3 4 
3 


12 3 4 
2 13 4 


2 4 1 

luego a ■ (3 yf (3 ■ a y la operation • no es conmutativa. 


1 2 
3 2 


3 4 
1 4 


Ejemplo 1.2.6 Tablas de multiplicar de (S 2 , •) y (S 3 ,-). Vemos que S 2 es conmutativo y S 3 no lo es. 
S 2 = {e,r= [ ^ \ 


e t 
t e 


(Notese que esta tabla de multiplicar coincide, salvo notation, con la tabla del ejemplo 1.2.1). 
Consideremos a continuation el conjunto S 3 


e, ti = 


12 3 
2 13 


,r 2 = 


12 3 
3 2 1 


= 


12 3 

13 2 


o 1 = 


12 3 
2 3 1 


,o 2 = 


12 3 
3 12 



e 

T 1 

t 2 

T 3 

C Tl 

C 72 

e 

e 

Tl 

t 2 

T 3 

(Tl 

02 

n 

n 

e 


C Tl 

T 3 

T2 

T-2 

t 2 

O' 1 

e 

(T-2 

Tl 

T3 

r 3 

T 3 


<7l 

e 

T2 

Tl 


cti 

t 2 

T3 

Tl 

(T2 

e 

cr 2 

^2 

T 3 

Tl 

T2 

e 

0 1 


Se observa facilmente que t~ = t^, i = 1, 2,3 y a J -1 = a 2 , o ^ 1 = cri- 
Ejercicio 1.2.3 Escribid la tabla de multiplicar de S 4 y S 3 . 

Ejercicio 1.2.4 Probad que el producto en ( S n , •), n > 3 no es conmutativo. 


Definition 1.2.1 Un conjunto G con una operacion binaria interna * se dira que es un grupo si, 

i. Posee elemento neutro e £ G. 

ii. La operacion * es asociativa, y 

Hi. Todo elemento posee inverso, esto es, \/x € G, 3x _1 € G. 

De todo lo anterior se desprende que ( S n , •) es un grupo. Diclro grupo se llama el grupo de permuta- 
ciones de n elementos. Cuando nos refiramos a un grupo (G, *) habitualmente omitiremos la operacion * y 
si no hay riesgo de confusion tambien omitiremos el simbolo * al escribir el producto, esto es, escribiremos 
xy en lugar de x * y. 

Si el grupo G es finito, llamaremos orden del grupo G al numero de sus elementos y se denotara por 
| G \ . Si G no es finito diremos que | G \— 00. Por ejemplo | S 2 |= 2, | S 3 |= 6. 


Ejercicio 1.2.5 | S n |= n\. 
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Definicion 1.2.2 Un subconjunto H C G del grupo (G, •) se dira que es un subgrupo si 

i. Vx, y G H , x ■ y G H , 

ii. Vx e H, x~ x € IV. 

Un subgrupo H cle G es a su vez un grupo con la operation inducida de la del grupo G. Sea H = {e}, 
H es un subgrupo llamado el subgrupo trivial. 0 C G no es un subgrupo. Si H = G, H es un subgrupo. 
G y {e} se llaman subgrupos impropios (o triviales). Un subgrupo H diferente de {e} y G se dira propio. 

Ejemplo 1.2.7 A3 = {e, tri , cr 2 } C S3. A 3 es un subgrupo de S3. En efecto del ejemplo 1.2.6 obtenemos 
que 


a 3 

e 

01 

02 

e 

e 

01 

02 

o-i 

01 

02 

e 

02 

02 

e 

01 


El subconjunto {e,ri} C S3 es un subgrupo. Lo mismo ocurre con {e,T2}, {e, r3}. Ningiin otro 
subconjunto de S3 es un subgrupo. 

1.2.3 Mas sobre el grupo de permutaciones 

Un ciclo es una permutacion a en S n de la forma 

a(ki) = &2, a(fc 2 ) = k3 , . . . , a(k r - 1 ) = k r , a(k r ) = fei, 

donde {k\, k 2 , . . . , Ay} C {1,2,..., ?x} y los demas elementos no cambian. Tal permutacion se denotara 
por a = (Ay Ay • • • Ay) y habitualmente se indica el niimero de elementos que se permutan ciclicamente, 
esto es, se dice que (A1A2 ■ • • Ay ) es un r-ciclo. 

Ejemplo 1.2.8 En S3 todo elemento es un ciclo. En S4 no todo elemento es un ciclo. Por ejemplo, la 
/ 1 2 3 4 \ 

permutacion a = ( ^ ^ ^ ^Jesel producto de dos 2-ciclos, a = (12) (34). 

Llamaremos transposiciones a los 2-ciclos, esto es a los elementos de S n de la forma (A-i Ay). Por 
ejemplo en S3 los elementos ti, T 2 y T3 son transposiciones. 

Los resultados mas importantes sobre la aritmetica de ciclos son: 

Proposicion 1.2.1 Toda permutacion admite una descomposicion unica salvo orden en producto de 
ciclos disjuntos que conmutan entre si. 

Ejemplo 1.2.9 a e S 6 . ^ } 4 2 3 6 5 ) = (i)^ 43 )^ 6 )- 

Proposicion 1.2.2 Toda permutacion admite una descomposicion en producto de transposiciones (que 
no conmutan en general y que no es unica). 

Ejemplo 1.2.10 cr e S 3 . cr = (123) = (12)(23) = (23)(13). 

Proposicion 1.2.3 La paridad del numero de transposiciones en las que se puede descomponer toda 
permutacion no depende de la descomposicion sino solo de la permutacion. 

Se llama paridad o signatura de una permutacion al numero e(cr) = (— l) fc , donde A es el numero de 
transposiciones de una descomposicion de cr € S n . 

Proposicion 1.2.4 La paridad de un producto es el producto de las paridades. 

e{a(3) = e{a)e{(3). 

Ejemplo 1.2.11 Todas las transposiciones tienen paridad impar. Un A-ciclo tiene paridad (— l) k 1 . 

El conjunto de las permutaciones de paridad par forman un subgrupo de S n llamado el grupo de las 
alternaciones o grupo alternado. Se denota habitualmente por A n y su orden es n!/2. 
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1.2.4 Homomor ^Imos de grupos 

Una aplicacion /: G — > G' entre dos grupos (G, •), (G 7 ,*), se dira que es un homomorfismo de grupos si 
f(g ■ h) = f{g ) * f(h), Vg, h £ G. Si el homomorfismo / es inyectivo se dira que es un monomorfismo. Si 
es suprayectivo se dira que es un epimorfismo y si / es biyectivo se dira que es un isomorfismo. 

Ejercicio 1.2.6 Denotemos por D3 el grupo de simetrias de un triangulo equilatero. Probar que D3 es 
isomorfo a S3. 

Ejemplo 1.2.12 Si denotamos por T el grupo de simetrias de un tetraedro regular, entonces $4 es 
isomorfo a T. 

Si /: G — » G' es un homomorfismo de grupos, llamaremos niicleo de / el subconjunto de G que se 
aplica en el elemento neutro de G' y se denota por ker /, 

ker/ = {g £ G \ f{g) = e'}. 

El conjunto imagen de / se denotara habitualmente por im / = {f{g) £ G' \ g £ G}. 

Proposicion 1.2.5 ker/, im/ son subgrupos. 

Ejemplo 1.2.13 Considerese la aplicacion i: S3 — 1 S4 definida por i(a) = 

tonces i es un monomorfismo. 

La inclusion natural j: A n — > S n es un monomorfismo. 

La asignacion a cada permutation de su paridad, e: S n — 1 Z2 es un epimorfismo debido a la proposicion 
1.2.4. 

Un subgrupo H de G se dice normal si gHg ~ 1 C H,\/g £ G, esto es, si para todo h £ H, ghg ~ 1 £ H 
para todo g £ G. ker / es un subgrupo normal de G. 

Ejemplo 1.2.14 A n es un subgrupo normal de S n . 

1.3 Anillos 

1.3.1 Los numeros enteros 

En esta section revisaremos escuetamente los numeros enteros y la notion de anillo. 

Hemos visto que el conjunto de los numeros naturales IN tiene una estructura de semigrupo respecto 
a la suma (tambien con respecto al producto). Podemos plantearnos como extender este conjunto para 
convertirlo en un grupo. Mas concretamente, la ecuacion x + n = m, n, m £ IN no siempre tiene solucion 
en los numeros naturales. ^Podemos extender IN para que la ecuacion anterior siempre se pueda resolver? 
Hay un procedimiento natural para hacer esto y consiste en anadir las rafces de esta ecuacion a IN. Si 
denotamos la raiz de x + n = m por m — n vemos inmediatamente que m — n = (to + r) — (n + r) para 
todo r £ IN, lo que nos permite introducir una relation de equivalencia en el conjunto de todas las rafces 
de todas las ecuaciones x + n = to. Denotaremos por (n — in) una de estas clases. Podemos definir la 
suma de rafces como sigue: 


2 3 4 

02 o 3 4 


En- 


(m — n) + (rn! — n') = ((to + m') — (n + n')). 

El elemento neutro de la suma es la rafz de la ecuacion x + n = n, esto es (n — n) que denotaremos por 0. 
Si m > n existe un numero natural r tal que to = n + r y la clase (to — n) la denotaremos simplemente 
por r. Si m < n de manera analoga existe un numero natural s tal que n = m + s y la clase (to — n) se 
denotara por —s. 

El conjunto de rafces se denotara Z y sus elementos se llamaran numeros enteros. 


Z = {• • • , — 2 , — 1 , 0 , 1 , 2 ,...}. 
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Alternativamente los numeros enteros pueden construirse considerando una relacion de equivalencia 
en el producto cartesiano IN x IN como sigue: (n, m ) ~ (n' , m!) si y solo si n + m! — m + n' . La clase de 
equivalencia que contiene a ( m,n ) se denotara como [m,n\. Definimos la suma en el conjunto de clases 
como [to, n] + [r, s] = [to + r, n + s] . 

Ejercicio 1.3.1 Probad que la operation + esta bien definida y proporciona una estructura de grupo en 
IN x IN/ ~. La operacion es conmutativa con elemento neutro la clase [to, to]. 

Es facil comprobar que hay tres tipos de clases: la clase [to, m] que denotaremos por 0; las de tipo 
[to + r, to], que denotaremos por r; y, finalmente, las de tipo [to, to + r] que denotaremos por — r. Esto 
muestra de nuevo que el conjunto de raices de la ecuacion lineal de primer orden con coeficientes naturales 
esta formado por los elementos del conjunto IN x IN/ ~. Identificaremos a partir de este momento ambos 
conjuntos y los llamaremos indistintamente numeros enteros. El subconjunto de enteros 0,1,2,..., se 
denominaran enteros positivos y el subconjunto 0, —1, —2, . . . , se denominaran enteros negativos. El cero 
es el unico entero positivo y negativo. Diremos que p es menor o igual que q si p — q es positivo y lo 
denotaremos p < q. La relacion < es una relacion de orden total en 7L. 

Tenemos la siguiente propiedad fundamental de los numeros enteros (y de los naturales): 

Teorema 1.3.1 Cualquier subconjunto no vacio de enteros positivos posee un elemento menor o igual 
que todos los demas que se denomina mmimo del conjunto. 

Demostracion. Un tal subconjunto contiene un entero positivo n ya que es no vacio. Entonces el 
primer elemento en la lista 0, 1 , 2 , . . . , n — 1 , n contenido en el conjunto tiene la propiedad en cuestion. 
QED 

Una propiedad equivalente al teorema anterior es el “principio de induction completa”. 

Teorema 1.3.2 Principio de induccion completa. Si una proposicion sobre un numero entero positivo n 
es cierta para n = 0, y su veracidad para todo 0 < k < n implica su veracidad para n, entonces es cierta 
para todo n. 

Demostracion. Llamemos F el subconjunto de numeros enteros positivos para los cuales la propo- 
sicion es falsa. Si F es no vacio, tomemos el minimo de este conjunto, llamemosle n$. Pero la proposicion 
es cierta para todo k < no y por hipotesis la proposicion es cierta para 7i 0 . QED 

Producto de numeros enteros. Definimos una operacion • en Z como sigue: [to, n] ■ [r, s] = [mr + 
ns, ms + nr], o utilizando la notation de raices, 

n ■ to = nm ; n ■ (—to) = — (nm); (— n) • (—to) = nm; n ■ 0 = (— n) -0 = 0. 

Omitiremos en lo sucesivo el punto en el producto de numeros enteros excepto por motivos de 
claridad en la notation. 

Existe elemento neutro para el producto de enteros, el 1. 


Proposicion 1.3.1 ±1 son los unicos enteros que poseen inverso respecto al producto. 
Es inmediato verificar que el producto es asociativo, 

p(qr) = (pq)r, Vp,q,r G Z, 

distributive, 

p(q + r) = pq + pr, 

conmutativo, 

pq = qp, 


y ademas 


0 • p = p ■ 0 = 0. 
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Definicion 1.3.1 Un anillo es un conjunto A dotado de dos operaciones binarias internas denotadas 
respectivamente por + y ■, tales que ( A , +) es un grupo Abeliano y ( A , ■) es un semigrupo, satisfaciendose 
ademas la propiedad distributiva: 


x ■ (y + z) = x ■ y + x ■ z, x,y, z £ A. 


Si la operacion ■ es conmutativa se dira que el anillo es conmutativo, y si posee elemento neutro respecto 
del producto, se dira que A es un anillo con identidad. 


Ejemplo 1.3.1 (2,+,-) es un anillo conmutativo con identidad. En Z se satisface ademas la siguiente 
propiedad: si pq = 0, entonces, o bien p = 0 o q = 0. Un tal anillo se dice que es un dominio de integridad. 


Ejemplo 1.3.2 . Considerese el conjunto IH = {( 90 , 91 , 92 , 93 ) I 9* G Z} con las operaciones: 

(90,91,92,93) + (9o,9i,92,93) = (9o + 9o,9i + 91,92 +92,93 + 93), 

(90,91,92,93) • (9o,9i,92,93) = (9o9o - 9i9i - 92 92 ~ 93 93 , 9293 ~ 9392, 93 9i - 9i93,9i92 - 92 9i)- 
IH es un anillo con identidad pero 110 es conmutativo. IH 110 es un dominio de integridad. 


Definicion 1.3.2 Un subconjunto B C A de un anillo (+,+,•) se dira que es un subanillo si 

i. a — b £ B, Va, b £ B, 

ii. a ■ b £ B, Va, b £ B. 

Denotamos por —b el inverso de b respecto a la operacion +. Se desprende de la definicion que todo 
subanillo es un anillo. 


Proposicion 1.3.2 Si B es un subanillo de Z existe un niimero natural m £ IN tal que B = mZ = 
{mp | p £ Z}. 

Demostracion. Si B = {0}, sea m = 0. Si no, el conjunto de elementos mayores que cero en B no 
puede ser vacio. Tomemos in el minimo de ellos. Por ser B subanillo mZ C B. Si p £ B, aplicamos el 
algoritmo de la division por m (ver Teorema 1.3.5) y obtenemos que existe 0 < r < to tal que p = qm + r, 
pero entonces r = p — qm £ B y r es positivo y menor que to. QED 


Nota. Es suficiente suponer que m — n £ B para todo to, n £ B C Z. Tal conjunto es 
automaticamente un subanillo. 

E 11 lo que sigue discutiremos exclusivamente anillos conmutativos con identidad (aunque no exigiremos 
tal propiedad a los posibles subanillos). La identidad sera denotada por 1 o 1a si liubiera peligro de 
confusion. 

Los elementos invertibles de un anillo A se Hainan unidades. El conjunto U(A) = {x £ A | HaT 1 £ A} 
es un grupo llamado el grupo de unidades de A. 

Definicion 1.3.3 Ideales. Un ideal de un anillo A es un subanillo I que ademas satisface xy £ I para 
todo x £ I , y £ A. 

Corolario 1.3.1 Los ideales de 1L son de la forma para algun to £ Z. 

Ejemplo 1.3.3 El anillo de los polinomios Z[x]. 

Sea x un sfmbolo abstracto (podrfamos tomar por ejemplo en su lugar un cuadro “abstracto” o el 
logotipo de una compania comercial) y considerese el conjunto cuyos elementos son objetos de la forma 
ao + a\x + aix 1 + • • • + a n x n , at £ Z, i = 1,... ,n, n £ IN. Los snnbolos x 2 ,x 3 ,...,x n representan 
xx, xxx, etc. Los elementos de este conjunto se denominan polinomios, los denotaremos por P(x),Q(x), 
etc. y al conjunto de todos ellos lo denotaremos por Z[x] y lo denominaremos el anillo de los polinomios 
con coeficientes enteros. Definimos en este conjunto las operaciones + y • como sigue: 
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Si P(x) = ao + ci\x + ■ ■ ■ + a n x n , Q{ x) = 60 + b \X + • • • + b m x m , y n > to, entonces P(x) + Q(x) = 

(a 0 + b 0 ) + (ai + h)x + (a 2 + b 2 )x 2 + • • • + (a m + b m )x m + a m+ \x m+1 + b a n x n , y P(x) ■ Q(x) = 

( lobg + ( aibo + aob\)x + ( a 2 bo + a\bi + aob- 2 )x 2 + • • • + a n b rn x n+m . Utilizando una notation mas compacta 
podemos escribir P(x) = Y^7=o a i xl i Q( x ) = 0 bjX J , y 

max(rt,m) n+m 

P(x) + Q(x) = ^ (a/c + b k )x k , P(x) • Q(x) = ^ 

fc =0 /c =0 

y en la suma 6/ c = 0, para todo fc > to. 

Z[:r] es un anillo conmutativo con identidad. Cada numero entero p define un polinomio cuyo unico 
termino es el ao = p. Los enteros se convierten de este modo en un subanillo de 7L [x] pero no forman un 
ideal. 

Considerese por el contrario conjuntos como B = {P(a;)(l + x) | P(x) £ 2[x]} = (1 + a;)Z[x] o 
C = {P(a;)(l + x 2 ) | P(x ) G 7L[ x ]} = (1 + x 2 )^.[x}. Tanto B como C son subanillos y ademas son ideales. 
Z[:r] es un dominio de integridad. 

1.3.2 Divisibilidad y factorizacion de numeros enteros 

Un numero entero p se dice que divide (o que es un divisor) de otro entero q si existe un entero r tal que 
q = pr. Tambien diremos que q es un multiplo de p. Si p divide a q lo indicaremos por p \ q. Es evidente 
que todos los multiplos de p son los enteros de la forma rp, r G Z, que es un ideal de Z denotado por pTL 
y tambien (p). Notese que todo numero entero tiene al menos cuatro divisores ztp, ±1 que llamaremos 
divisores impropios. 

Un numero entero p se dice que es primo si no posee mas divisores que los impropios. Si p es primo 
— p tambien lo es. Por esta razon habitualmente se consideran unicamente los primos positivos y mayores 
que 1 . 

Teorema 1.3.3 Teorema fundamental de la aritmetica. Todo numero entero p se puede escribir como 
un producto de numeros primos. Ademas dicha escritura es unica excepto por el orden de los factores. 

Demostracion. Ver al final de esta seccion. 

Por esta razon se dice que Z es un dominio de factorizacion unica (y tambien se llama un anillo 
factorial) . 

Teorema 1.3.4 Teorema de Euclides. El conjunto de los primos es infinito. 

Demostracion. Supongamos que el conjunto P de los numeros primos fuera finito, digamos P = 
{pi,p 2 , ■ ■ ■ iPn}- Entonces el numero P 1 P 2 ■ ■ -Pn + 1 no esta en P y en consecuencia no es primo. Pero 
entonces por el teorema fundamental de la aritmetica este numero debe ser divisible por alguno de los 
primos pi de P lo cual es imposible. QED 

Dados dos numeros enteros p, q, consideremos el conjunto S de todos los enteros de la forma rp+ sq, 
con r, s G Z. Claramente dicfio conjunto es un subanillo (de fiecho es un ideal). Por tanto hernos visto 
que S = to Z para algiin to G Z. Dicfio to se llamara el maximo comun divisor de p y q y se denotara o 
bien m.c.d. (p, q) o simplemente in = (p, q). 

Ejercicio 1.3.2 Probar que si p es un numero primo tal que p | ab entonces p \ a o p \ b. 

Ejercicio 1.3.3 Probar que si to | p y to | q, entonces to | ( p,q ). Probar que si p | p' y q \ q 1 , entonces 

M \(p',q')- 

Diremos que dos numeros enteros p y q son primos entre si (p, q) = 1. Notese que esto es equivalente 
a que existan dos numeros enteros r, s tales que rp+ sq = 1 . 

Ejercicio 1.3.4 Pruebese que la ecuacion px + qy = r, p,q,r G Z. tiene soluciones enteras si y solo si 
(p, V) I r. 
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Teorema 1.3.5 Algoritmo de la division. Seanp,q £ Z. q > 0, entonces existen d,r eZ tales que 

p = qd + r; 0 < r < q, 


y ademas d , r son unicos. 

Demostracion. Consideremos el conjunto S = {p — dq \ d £ Z,p — dq > 0}. Claramente S ^ 0 
(tomese d = —p 2 ). Entonces S tendra un mmimo (teorema 1.3.1) que denotaremos por r. Necesariamente 
0 < r < q ya que si r > g, entonces r = q + r' , 0 < r' < r y r' = p — (d + 1 )q £ S lo cual es absurdo. 

Unicidad. Supongamos que d! , r J son dos enteros tales que p = qd ' + r 1 y 0 < r' < q. Entonces 
q{d— d') = r' — r. Supongamos que r' > r por tanto q(d — d!) > 0, esto es d > d! y por tanto d = d! + do, 
do > 0. Entonces p = dq + r = q(d' + do) try por tanto qdo + r = r' , que implica que r' > q. Si 
suponemos que r > r' obtendremos que r > q por tanto la Ulrica posibilidad es que r = r' y por tanto 
d = d!. QED 


Teorema 1.3.6 Algoritmo de Euclides. Dados dos numeros enteros p,q £ Z podemos calcular su maximo 
comiin divisor a traves del siguiente algoritmo: 


p 

= qd o + r o ,0 <r 0 < q, 


q 

= r 0 di + ri,0 < n < ro, 


ro 

= nd 2 + r 2 ,0 <r 2 < r u 


r n - 2 

= f n -id n + r n , 0 < r n < r„_i, 


r n - 1 

= T'ndn+l t T'n+l = 0- 


Entonces r n = (p, q) . 



Demostracion. En efecto, si d \ p y d \ q, entonces d \ ro ya que ro = p — qdo, 
pero d \ q y d \ ro implica que d\r\,y asi sucesivamente, lrasta que (p, q) \ r n . 

Reciprocamente, esta claro que r n \ r n _i, pero r n - 2 = r n d n + 1 + r n , por tanto 
que r n \p y r n \ q, por tanto r n (p, q). Por tanto r n = (p, q). 

por tanto, (p, q ) | r 0 , 

r n | r n _ 2 , etc. hasta 
QED 


1.3.3 Congruencias de numeros enteros 

En el conjunto de los numeros enteros 7L introducimos una relation de equivalencia como sigue: fijemos 
un numero entero positivo n\ diremos que p es congruente con q modulo n si n \ p — q, esto es si 3r £ 7L 
tal que p — q = rn, o todavia de otro modo, si q < n como p = rn + q, q es el resto de dividir p por n. 

Si p es congruente con q modulo n, escribiremos p = q (mod n) . 

Ejercicio 1.3.5 Probar que la relation anterior es efectivamente una relation de equivalencia. 

La clase de equivalencia que contiene a p se denotara por [p], Claramente [p] = {p + nr \ r £ Z). 
Efectivamente si p' £ [p], entonces p' = p (mod n), esto es 3s G Z tal que p' — p = ns. Observese 
tambien que [p\ = \p + n], por tanto las clases de equivalencia diferentes de numeros enteros congruentes 
modulo n son: 

[0] = {sn | s £ Z), [1] = {1 + sn, \ s £ Z}, . . . , [n — 1] = {n — 1 + sn \ s £ Z}, 

esto es, [0] es el conjunto de miiltiplos de n, [1] es el conjunto de miiltiplos de n mas 1, etc. El conjunto 
de clases de congruencia modulo n se denotara por Z n , asi 

Zn = {[0], [1], [2], . . . , [n — 1]}. 

En 7L n se definen dos operaciones + y • como sigue: 

i. [r] + [s] = [r + s], 

ii. [r] • [s] = [rs], r, s = 0, 1, . . . ,n — 1. 
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Ejercicio 1.3.6 Probar que las operaciones estan bien definidas. 

(Z n ,+, •) es un anillo conmutativo con identidad [ 1 ], 

Ejemplo 1.3.4 El anillo Z 2 posee dos elementos {[0], [1]}. En el anillo Z 3 = {[0], [1], [2]} todo elemento 
posee inverso ya que [2] [2] = [1], El anillo Z 4 = {[0], [1], [2], [3]} no es un dominio de integridad ya que 
[ 2 ] [ 2 ] = [ 0 ]. 

Ejercicio 1.3.7 Sea p primo, probar que todo elemento no nulo en Z p tiene inverso. 


1.4 Cuerpos 

1.4.1 El cuerpo de los numeros racionales 

Los unicos numeros enteros que poseen inverso respecto a la multiplication son ±1. Hay un procedimiento 
standard para construir a partir de un dominio de integridad un nuevo anillo donde todos sus elementos 
poseen inverso. Ilustraremos esta construccion con el dominio de integridad de los numeros enteros Z. 

Sea el conjunto Z x Z’, donde Z* = Z — {0}. Consideremos la siguiente relation de equivalencia 
(p, q ) ~ (r, s) <t=t ps = qr. Las propiedades reflexiva y simetrica son evidentes. Con respecto a la 
transitiva, si (p, q) ~ (r, s), y (r, s ) ~ (t, u), entonces ps = qr, ru = st, y por tanto psu = qru = qst, esto 
es (pu — qt)s = 0. Como s ^ 0, pu = qt lo que quiere decir que ( p , q) ~ ( t , u). 

La clase de equivalencia que contiene al par (p, q) se denotara por p/q o pq _1 . El conjunto Z x Z */ ~ 
se denotara por Q y sus elementos se llamaran numeros racionales (o fraccionarios) . Asi Q = {p/q '■ P £ 
Z, q £ Z*}. En <Q definimos dos operaciones +, • como sigue: 

. p r ps + qr .. p r pr ,p r 

1. - + - = — , n. = — , V-, - G Q. 

q s st q s qs q s 

Ejercicio 1.4.1 Probar que (Q, +, •) es un anillo conmutativo con identidad. Ademas es un dominio de 
integridad, pero no es un dominio de factorization linica. 

Todo elemento p/q £ Q con p / 0 tiene inverso. En efecto ( p/q)~ l = q/p ya que p/q ■ q/p = pq/qp = 
1/1 = 1 . 

En cada clase de equivalencia p/q £ Q hay un unico representative p' /q/ tal que que (p' , q 1 ) = 1. 
Notas. 

1. El conjunto <Q se obtiene en forma analoga a como lricimos en la construccion de los numeros 
enteros resolviendo la ecuacion qx — p, q ^ 0. Las raices de esta ecuacion se pueden escribir 
en una notation obvia como pq -1 . Los detalles del analisis se completan de manera trivial. 
iComo obtenclriamos la suma de numeros racionales siguiendo esta linea de razonamiento? 

2. La misma construccion se puede aplicar al dominio de integridad de los polinomios con 
coeficientes en Z. El conjunto que se obtiene es el cuerpo de las funciones racionales con 
coeficientes en Z. 

3. La construccion anterior se puede realizar en cualquier anillo A utilizando un sistema 
multiplicative S. Un sistema multiplicative es un subconjunto tal que el producto de cua- 
lesquiera par de elementos pertenece al conjunto. En el conjunto de pares A x S se introduce 
una relation de equivalencia como anteriormente, esto es (x, s) ~ (y, t) <-> xt = ys, x, y £ A, 
s,t £ S. El conjunto cociente se denota por S' _1 A y es un anillo (anillo de fracciones de A 
por S). 

Definicion 1.4.1 Un conjunto IK dotado de dos operaciones binarias internas +, • se dira que es un 
cuerpo si (IK, +,•) es un anillo con identidad y todo elemento x ^ 0 tiene inverso x _1 respecto del 
producto. 

Si (IK,-) es un semigrupo conmutativo el cuerpo IK se dira conmutativo. En lo sucesivo y salvo 
especificacion contraria trataremos exclusivamente con cuerpo conmutativos. 
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Definicion 1.4.2 Un cuerpo IK se dira que tiene caracteristica n € IN U {0} si n ■ 1=0, donde 0 es el 
elemento neutro de la suma (+) y 1 el elemento unidad del producto (■). 

Ejemplo 1.4.1 (Q,+,-) es un cuerpo conmutativo de caracteristica 0. 

Ejercicio 1.4.2 Probar que si p es primo, (Z p , +, •) es un cuerpo. ^Cual es su caracteristica? 

1.4.2 El cuerpo de los numeros reales 

Un subconjunto IF C IK del cuerpo IK se dira que es un subcuerpo de IK, si es un subanillo y si para 
todo elemento x £ IF, x ^ 0, entonces x~ l £ IF. Automaticamente IF es un cuerpo. Tambien se dira que 
IK es una extension de F. 

Ejercicio 1.4.3 Probar que Z p no posee ningun subcuerpo propio (es decir, distinto de {0}, Z p ). 

Un cuerpo que no posee subcuerpos propios se llama primo. 

Ejercicio 1.4.4 Probar que <Q es un cuerpo primo. 

El problema de las extensiones de Q 

Sea P(x) = ao+aia;+- • -+a n x n € Z[x], diremos que p/q es una raiz de P(x) si a^+aip/ q+- ■ ■+a n (p/q) n = 
0, esto es si q n a 0 + q n ~ 1 pa i + • • • + p n a n = 0. Es claro que los numeros racionales p/q son las raices 
de los polinomios de primer grado — p + qx, q ^ 0. Es tambien evidente que hay ecuaciones de segundo 
grado que no tienen raices racionales, por ejemplo, x 2 — 2 = 0, o x 2 + 1 = 0. Podemos plantearnos 
por tanto si existen cuerpos IK, extensiones de Q donde las ecuaciones anteriores tengan solution. El 
problema es que hay muchisimos. Existe un cuerpo optimo, extension de Q en el que toda ecuacion 
polinomica tiene alguna raiz: el cuerpo de los numeros complejos C. La construccion de C se lrace en dos 
etapas. Una primera que no es algebraica y en la que se construye un cuerpo, llamado de los numeros 
reales IR, caracterizado por una propiedad topologica (completitud) y una segunda etapa algebraica que 
describiremos posteriormente. 

La construccion de los numeros reales a partir de los numeros racionales Q se realiza utilizando concep- 
tos no algebraicos como ya hemos indicado y que por tanto no reproduciremos aqui (consultar un curso de 
analisis matematico elemental). Como es bien sabido, numeros como \/2, y/3, y/5+y/l7 son numeros reales 
al igual que numeros como n, e, ... y otros numeros no racionales como 0.01012012301234012345..., 
etc. Las operaciones de suma y producto de numeros reales se clenotaran con los signos convencionales 
+, •. IR es un cuerpo de caracteristica cero. Los numeros reales x € IR que son raices de ecuaciones 
polinomicas con coeficientes en Z se llamaran numeros algebraicos. Todos los racionales son algebraicos, 
pero tambien lo son numeros irracionales como \/2, y/?>, \/2 + \/5, etc. 

Teorema 1.4.1 e y n no son algebraicos. 


1.4.3 Numeros Gaussianos 

Sea d £ IN tal que \fd ^ Q. Consideremos el conjunto <Q(\/d) definido como Q(\/(i) = {a + b\/d \ a, b € Q}. 
Es facil observar que <Q(\/d) es un cuerpo con las operaciones: 

( a + bVd) + ( a' + b'V d) = (a + a') + (b + b')Vd, 

( a + bVd) ■ (a 1 + b'\fd) — ( aa ! + bb'd) + ( ab' + a'b)\fd. 

Claramente la identidad para el producto es 1 y 
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si a 6 6 / 0. Notese que en este caso a 2 — db 2 ^ 0 ya que si a 2 = d6 2 , entonces \/d = a/6 G Q en contra 
de la hipotesis. Observese que (a + by/d) (a — by/d) = a 2 — db 2 y asi 

1 a — by/d a — by/ d 

a + b/d (a + by/d) (a — by/d) a 2 — db 2 

El conjunto Z( y/d) = {p + qy/d \ p, q G Z} es un anillo contenido naturalmente en Q(y/d). El anillo 
Z( y/d ) es un dominio de integridad pero no es un dominio de factorization linica. Por ejemplo, (5 — 
2y / 5)(5 + 2y/5) = 5 = y/5/5, (6 + 3v%)(6 - 3^3) = 9 = 3-3. 

Claramente los numeros a + by/d, a — by/d son las raices del polinomio entero 

x 2 — 2 ax + ( a 2 — b 2 d) = 0. 

Notese que podemos permitir d < 0 en toda la discusion anterior. 

1.4.4 El cuerpo de los numeros complejos 

Consideremos el conjunto Z x Z con las operaciones: 

(to, n) + (r, s) = (to + r, n + s ) , 

(to, n) • (r, s) = ( mr — ns, ms + nr), to, n, r,s € Z. 

Con estas operaciones Z x Z es un anillo conmutativo con identidad. El elemento neutro respecto de la 
suma es (0, 0) y la identidad respecto al producto es (1, 0). 

Proposicion 1.4.1 El elemento (0, 1) es una raiz del polinomio x 2 + 1 & Z[.r]. 

Demostracion. En efecto (0, l) 2 = (0, 1) • (0, 1) = (—1,0) = —1. QED 

Si denotamos (0, 1) como y/—l, vemos inmediatamente que Z x Z se puede identificar con Z( 1) = 
{to + ro \/— T | to, n £ Z}. Analogamente se pueden definir los enteros Gaussianos Z(V— d), d > 0. 

El anillo Z(\/— 1) esta obviamente contenido en el cuerpo Q(-\/— 1) y este a su vez en el cuerpo 
= {a + by/^1 | a,6 G IR}. 

Definicion 1.4.3 Llamaremos cuerpo de los numeros complejos C al cuerpo IR(V — 1) extension del 
cuerpo de los numeros reales IR. El elemento %/— T se denota tradicionalmente por i, asi que un ele- 
mento z de C se escribira como z = a + ib, a, 6 G IR. El numero a se llama la parte real de a y se denota 
por Re z, asimismo el numero 6 se llama la parte imaginaria de z y se denota por Im z. Las operaciones 
de suma y producto en C quedan por tanto escritas como: si z = a + ib, z' = a! + ib' , 

z + z' = (a + a) + i(b + b'), z ■ z = ( aa — bb') + i{ab' + a'b). 

El elemento neutro para la suma es 0 y el neutro para el producto es 1. Tal y como ya indicamos en 
los cuerpos gaussianos, el inverso de un numero complejo no nulo z, tiene la expresion: 

_i a .6 
2 = a 2 + 6 2 _ 1 a 2 + 6 2 ' 

Un automorfismo de un cuerpo IK es un isomorfismo ip: IK — > IK, esto es, tp(x + y) = <p(x) + <p{y), 
ip(xy) = (p(x)ip(y), Vx, y G IK. 

Definimos <p:C — > C como ip (a + ib) = a — ib. Habitualmente se denota <p(z) = z, (o tambien z*). z 
se llama complejo conjugado de z. Claramente ip es un automorfismo de C. Notese que ip{i) = —i. 

Ejercicio 1.4.5 C tiene solamente dos automorfismos, el automorfismo identidad y ip. Lo mismo ocurre 
con los cuerpos de numeros Gaussianos Q i/dj. 

Ejercicio 1.4.6 Un cuerpo primo no posee mas automorfismos que la identidad. 

Llamaremos modulo de un numero complejo al unico numero real positivo \z\ tal que \z\ 2 = zz. 
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Representaciones de los numeros complejos 

Un numero complejo z — a + ib se puede representar como el punto (a, b) del piano real IR 2 , definimos de 
esta manera una aplicacion C — > IR 2 , z i— > (Re z, Imz). El modulo del numero complejo 2 se corresponde 
con la norma del vector de coordenadas (a, b) ya que ||(a, 6)|| = \J a 1 + b 2 = \z\. La suma de numeros 
complejos corresponde a la suma de vectores en el piano. El producto por contra tiene una interpretation 
geometrica menos evidente. 

Representation polar de los numeros complejos. Un punto del piano (a, b) ^ (0, 0) queda unfvocamente 
determinado por su norma y el angulo que forma con un eje arbitrario, por ejemplo con el eje OX. As! 
r = \z\, y tan 0 = b/a\ 6 se llama argumento de z y se denotara 9 = argz, 9 € [0, 27t). En otras palabras 


r 2 = (Rez) 2 + (Imz) 2 , tan 9 = 


Im z 

Re z’ 


y la inversa 


Rez = rcos#, Im 2 = r sen 9. 


Notese de nuevo que la correspondence z 1 — > (r, 9) no esta bien definida para todo z (para z = 0 no lo 
esta). 

Representation trigonometrica de los numeros complejos. Hemos obtenido asi una nueva repre- 
sentation de los numeros complejos (A 0), 

z = r cos 9 + ir sen 9. 

Si w = s cos <fi + is sen <f>, tenemos z ■ w = (rs) cos (9 + (/)) + i{rs) sen(# + </)) . Por tanto en la representation 
polar, la multiplication de numeros complejos corresponde al producto de sus modulos y la suma de sus 
argumentos (modulo 27r). 

Estas propiedades y expresiones se vuelven mas transparentes si utilizamos la funcion exponential. 
La definition precisa de la funcion exponential requiere nociones de analisis que no corresponden a este 
curso. En cualquier caso definimos e z como: 

1. e z = lim^oo (1 + A) n . 

o P z __ v°° zA 

3. e z = e a: (cos y + i sen y) donde z = x + iy. 

Las propiedades mas importantes de la funcion exponential son: 

1. e z -e w = e z+w . 

2. e° = 1. 

3. e z = e 2 . 

Ejercicio 1.4.7 Probar las propiedades 1, 2 y 3 utilizando la definition 3 de la funcion exponential. 
Consecuencia inmediata de lo anterior son las siguientes formulas: 

e ie = cos 9 + i sen 9, z = \z\e ialgz . 

Por tanto z ■ w = \z\ ■ |r(;|e*( arg2+arg,u ). En particular z n = r n e mS . Notese que 

e 2 ” = 1, 

y en general, e 2nm = 1. Mas todavia, e l 6 = 1 si y solo si cos 9 = 1 y sen# = 0, esto es, si y solo si 
9 = 27 m, neZ. 


1.4.5 Raices n-esimas de la unidad 

Tratemos de resolver la ecuacion z n — 1 en el cuerpo de los numeros complejos. Una solution a dicfia 
ecuacion es ciertamente todo numero complejo Zg ^ 0 tal que Zq = 1. Por tanto si z = re 6 tenemos que 


z 0 =r e 


An6 
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es decir r" = 1 y e m 9 = 1. Por lo tanto r = 1 y nO = 2irk, k £ 7L. 6 = 2tt k/n, k = 0,±1,±2, .... 
El argumento 9 de zq tiene que estar en [0,27r) y asi los valores de k para los que esto ocurre son 
k = 0, 1, 2, . . . ,n — 1. Las soluciones de la ecuacion z n — 1 = 0 seran por tanto: 

z 0 = l, Zl =e 2 ™! n , z 2 = e 4 "/", . . . , z n _ x = e 2 **"" 1 )/". 

Diclras raices determinan un poh'gono regular de n lados inscrito en el circulo de radio 1 ya que todas 
ellas tienen modulo 1. 

Ejercicio 1.4.8 Hallar las raices del polinomio 1 + x + x 2 + ■ ■ ■ + x n 
Si multiplicamos dos raices n-esimas entre si obtenemos: 

z k ■ zi = e 2 < k+ W n . 

Por tanto vemos que si k + 1 > n, entonces k + l = rn + s, 0 < s < ny z k - zi = e 2nzs / n y asi z k • Zi = z s con 
s = k + l (mod n ). Es por tanto conveniente etiquetar las raices n-esimas de la unidad con las clases 
de congruencia de numeros enteros modulo n, [0] , [1] , . . . , [n — 1] obteniendo asi la hermosa formula: 

z [k\ • z [l] = z [k+l ] ) 

que nos dice que la aplicacion [k] z ^ k ] es un isomorfismo entre el grupo (Z n ,+) y el grupo de raices 

?z-esimas de la unidad. 

Ejercicio 1.4.9 Probar que si n \ m, el conjunto de raices n-esimas de la unidad es un subgrupo del 
conjunto de raices m-esimas de la unidad. 

Ejercicio 1.4.10 Probar que el conjunto de numeros complejos de modulo 1 es un grupo con respecto 
al producto. ^Tiene este grupo otros subgrupos aparte de las raices n-esimas de la unidad? 

1.5 Polinomios 

1.5.1 El anillo de los polinomios 

Al igual que construimos el anillo de los polinomios con coeficientes enteros Z[x] en el ejemplo 1.3.3, es 
posible extender tal construccion a un anillo cualquiera A y utilizarlo como anillo de coeficientes de los 
polinomios. De alrora en adelante “anillo” significara “anillo conmutativo con identidad”. Al igual que 
entonces en el ejemplo 1.3.3, x denotara un simbolo abstracto y x 1 = xx, x 3 = xxx, etc. El conjunto A[x] 
esta formado por las expresiones P(x) = ao + a \x + a 2 a: 2 + • • • + a n x n , donde a* € A, i = 1, . . . ,n. Cada 
elemento de A[x] se llamara polinomio en x con coeficientes en A. Dado un polinomio P(x) = Ylk=o a nX n , 
llamaremos grado del polinomio P al numero natural n = max{fc | a k yf 0} y lo denotaremos dP. Un 
polinomio constante no nulo tiene grado cero. El termino a n x n tal que n = dP se llama dominante. Un 
polinomio se llama monico (o unitario) si el coeficiente del termino dominante es 1. 

Proposicion 1.5.1 Propiedades del grado. Si A es un dominio de integridad se verifica: 

i. d(PQ) = dP + dQ. 

ii. d(P + Q) < ma x(dP, dQ) . 

En A\x] se definen de manera natural dos operaciones +, • como en el ejemplo 1.3.3: si P(x) = a i x> ' i 

Q(x ) = bjxi , entonces, 

P( x) + Q(x) = YX a k + h)x k , P(x)Q(x) = y I y aibj J x k . 

k k \ i-\-j=k J 

El anillo A[x] posee como subanillo al propio anillo A (los elementos de A se identifican con los polinomios 
de grado cero). 
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Ejercicio 1.5.1 Considerese el conjunto S de sucesiones infinitas (ao, ai, . . . , a n , . . .) de elementos de 
A tales que todos sus terminos excepto un numero finito son 0. En este conjunto introducimos dos 
operaciones 

(a 0 ,ai, . . . ,a„, . . .) + ( b 0 ,h , . . . ,b n , . . .) = (a 0 + b 0 ,a i + b lt . . . , a n + b n , . . .), 

(a 0 , ai, . . . , a n , . . .) • (b 0 , b lt . . . ,b„, . . .) = (a 0 b 0 , a 0 bi + ai& 0 , • • • , a n b 0 + H 1- a 0 b n , . . .). 

(S, +,•) es un anillo. Probar que la correspondencia (ao, ai, . . . , a n , . . .) i— > P(x) = Yhk>o a k xk es un 
isomorfismo de anillos. Notese que (0,1,0,...) i— > x. 

Ejemplo 1.5.1 De acuerdo con lo anterior, ademas de Z[x], tenemos los anillos (Q [a’] , IR[x], C[x], asi 
como Z„ [x], etc. 

Ejercicio 1.5.2 Si A es un dominio de integridad, entonces A[x] es un dominio de integridad. 

1.5.2 Divisibilidad en el anillo de polinomios 

La notion de grado de un polinomio permite extender la teoria de divisibilidad de numeros enteros a 
los anillos de polinomios. Un anillo poseyendo una aplicacion 6: A — > Z + con las propiedades del grado 
descritas en la proposition 1.5.1 se llama un dominio Euclideo. Nos concentraremos en las propiedades 
de divisibilidad del anillo de polinomios sobre un cuerpo IK. 

Sean P, Q G K[x], diremos que P divide a Q si existe R € IK[x] tal que Q = PR. Las unidades del 
anillo K[x], esto es sus elementos invertibles, son los polinomios constantes no nulos. Un polinomio se 
dira irreducible si sus unicos divisores son las unidades de lK[x] y el mismo multiplicado por unidades. 
La notion de irreducible es equivalente a la notion de numero primo. 

Ejercicio 1.5.3 Probar que en el anillo Z 4 [x] hay polinomios invertibles no constantes. 

El anillo K[x] posee la propiedad de factorization unica, esto es, todo polinomio P(x) se escribe de 
manera unica como 

P(x) = aP\(x) . . . P r (x), 

donde a G IK* , Pi(x), i = 1, . . . ,r son polinomios irreducibles. 

Para establecer este resultado, probaremos en primer lugar la extension al anillo IK[x] del algoritmo 
de la division. 

Teorema 1.5.1 Algoritmo de la division. Para todo par de polinomios P(x),Q(x) G K[x], Q(x) ^ 0, 
existen dos polinomios D(x), R(x) tales que 

P(x) = D(x)Q(x) + R(x), 

con d R(x) < dQ(x). Ademas dichos polinomios son unicos. 

Demostracion. Existencia. Si Q(x) divide a P(x) el resultado es inmediato. Supongamos que no 
es asi. Consideremos el conjunto de los numeros enteros positivos, 

S = {d(P(x) - D(x)Q(x)) | D(x) G K[x]}. 

El conjunto S es no vacio y por el teorema 1.3.1 existe r = min S. Sea entonces D(x) un polinomio tal que 
d(P(x ) — D(x)Q(x)) = r. Entonces P(x) = D(x)Q(x) + R(x) y dR(x) = r. Necesariamente r < dQ(x ) 
ya que si r > dQ(x), entonces el termino dominante de R(x) sera de la forma ax r y el de Q(x), bx m con 
r > m. Pero el polinomio D(x) = b~ 1 ax r ~ m es tal que R(x) — D(x)Q(x) tiene grado menor que r ya 
que su termino de orden r seria ax r — b~ 1 abx r ~ m x m = 0. Por tanto P(x) — D(x)Q(x) — D(x)Q(x) = 
P(x) — (D(x) + D(x))Q(x) = R(x) — D(x)Q(x) tiene grado menor que r. 

Unicidad. Supongamos alrora que D(x) y R(x) no son unicos, esto es, existen D(x) y R(x) tales que 
P(x) = D(x)Q(x) +R(x), dR(x) < dQ(x). Entonces, (D(x) — D(x))Q(x) = R(x) — R(x), pero entonces, 

d(D — D) + dQ = d(R — R) < ma x(dR, dR) < dQ. 

Lo cual es imposible a no ser que D — D = 0. En cuyo caso ademas R = R. 


QED 
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Maximo comun divisor de polinomios 

Repetiremos gran parte de la linea argumental que desarrollamos al definir el mi'nimo comun multiplo y 
maximo comun divisor de numeros enteros. 

Proposicion 1.5.2 Para todo ideal I yf 0 de K[x] existe un polinomio P{x ) tal que I = {Q{x)P(x) \ 
Q(i)6K[i]} = (P). 

Demostracion. Sea / yf 0 un ideal de IK[x] y S = {r = d R(x) £ 7L \ R(x) £ I}. Es evidente que 
S yf 0 y por tanto tomemos el elemento minimo r 0 > 0 de diclro conjunto. Si r 0 = 0, entonces hay un 
polinomio constante R(x) = a en /, pero a / 0, y por tanto R(x) es invertible y entonces / = IK [a:]. Por 
tanto I = (1). Supongamos por tanto que r 0 > 0. Sea Po(x) G I tal que 8Pq = r 0 . Supongamos que 
existe Q(x) £ I tal que Q yf RPo, entonces por el algoritmo de la division existe D(x) y R(x) tal que 
Q = DP 0 + R con 0 < dR < 8 Pq = r$. Pero entonces P = Q — DP 0 £ I y su grado es menor que r 0 , lo 
que es absurdo. QED 

Dados dos polinomios P, Q, consideremos todos los polinomios de la forma MP + NQ, M, N £ IK [a:], 
denotemos tal conjunto por J. Claramente J es un ideal y por la proposicion anterior sabemos que existe 
un polinomio D tal que J = (D). Diremos que D es el maximo comun divisor de P y Q y se denotara 
por ( P,Q ) o m.c.d.(P, Q). Una consecuencia inmediata de la definicion de maximo comun divisor es la 
siguiente propiedad. 

Corolario 1.5.1 Sean P,Q £ IK [a;] y D — ( P,Q ), entonces existen dos polinomios M,N £ K[x] tales 
que D = MP + NQ. 

Ejercicio 1.5.4 Si D \ P y D \ Q entonces D \ (P,Q). Concluir de aqui que si P es irreducible y P no 
divide a Q entonces (P, Q) = 1. 

Un ideal de un anillo formado por los multiplos de un elemento dado se llama principal. Un anillo 
tal que todos sus ideales estan formados por los multiplos de un elemento se llama anillo de ideales 
principales. Si ademas es un dominio de integridad se llama un dominio de ideales principales. Tanto H. 
como IK [a:] son por tanto dominios de ideales principales. 

Ejercicio 1.5.5 Probar el algoritmo de Euclides para polinomios. Esto es, si P(x),Q( x) £ K[x], pro- 
cedemos iterativamente y construimos: 

P{x) = D 0 (x)Q(x) + Ro(x)-, dR 0 < dQ, 

D 0 (x) = Di(x)Ro(x) + Ri(x);dRi < dRo, 

Di(x) = D 2 (x)Ri(x) + R 2 (x);dR 2 < dRi, 

Dn—l{x) — Dn {x^Rn— 1 (*^) ; 

y R n = 0. Entonces R n -\ es el m.c.d.(P, Q). 

La unicidad de la factorizacion de un polinomio en factores irreducibles se sigue del siguiente Lema. 

Lema 1.5.1 Si P( x) £ IK[x] es un polinomio irreducible y P(x) | A(x)B(x) entonces o P(x) | A(x) o 
bien P{x) \ B(x). 

Demostracion. Supongamos que P | AB y P no divide ni a A ni a B. Como P no divide a A 
y P es irreducible entonces (P,A) = 1, por tanto existen polinomios M,N tales que PM + AN = 1. 
Multiplicamos la anterior ecuacion por B y obtenemos que 

PMB + AN B = B, 


y como P | AB , entonces P | B lo cual es absurdo. 


QED 
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Teorema 1.5.2 Todo polinomio P(x) G K[x] con dP > 1 posee una descomposicion unica en producto 
de factores irreducibles salvo producto por unidades. 

Demostracion. Probemoslo por induction sobre el grado del polinomio. Supongamos que dP = 1. 
Entonces P{ x) = a + bx y P es irreducible. Supongamos a continuation que la hipotesis es cierta para 
todo k menor que n y probemoslo para k = n. Sea por tanto P un polinomio de grado n. Si P no posee 
divisores no triviales, es irreducible y ya esta. Si P posee un divisor no trivial D\ tendremos P = P\D\ 
y dD i < n, dP± < n, por tanto por hipotesis de induction, tanto D± como Pi factorizan como producto 
de factores irreducibles. Por tanto P factoriza como producto de factores irreducibles. 

Unicidad. Supongamos que P(x) = P\{x) ■ • • P r (x) = Qi(x) • • • Q s (x) son dos descomposiciones en 
factores irreducibles de P(x). Tomemos un factor P t de la primera descomposicion, entonces Pi\ Q\ - ■ ■ Q s 
y por tanto por el Lema 1.5.1 Pi debe dividir a algiin factor Qj, pero Pi es irreducible y por tanto Pi = Qj 
excepto posiblemente una unidad. Repitiendo el proceso para todos los Pi se completa la demostracion. 
QED 

1.5.3 Raices de polinomios y completitud algebraica 

Sea P(x) G K[x] un polinomio arbitrario P{x) = ao + a\x + ■ ■ ■ + a n x n , cq G IK. Un elemento a G IK se 
dira que es una raiz de P(x) si a o + a±a + a^oi 1 + • • • + a n a n = 0, esto es si P(a) = 0. 

Teorema 1.5.3 a es una raiz de P{x) si y solo si (x — a) \ P(x ). 

Demostracion. Sea a una raiz de P( x). Dividamos P(x) por (x — a). Entonces P(x) = Q(x)(x — 
a) + R(x) y 0 < dR( x) < 1 y por tanto R(x) debe ser constante o cero. Por otro lado evaluando la 
anterior igualdad en a obtenemos que R(a ) = 0 y por tanto R(x) = 0. QED 

Consideremos un cuerpo IK y un subcuerpo IF C IK. Un elemento a G IK se dira algebraico sobre 
IF si es raiz de algiin polinomio P(x) G IF [a;]. Un elemento a se dira transcendente sobre IF si no es 
algebraico. Un cuerpo IK se dira algebraicamente cerrado si todos los elementos algebraicos sobre IK en 
una extension cualquiera de IK estan en IK. Los cuerpos Q y IR no son algebraicamente cerrados. 

Teorema 1.5.4 Todo polinomio P(x) GC[x] de grado mayor o igual a 1 posee al menos una raiz. 
Demostracion. La demostracion de este teorema no es puramente algebraica. 

Teorema 1.5.5 Todo polinomio P(x) GC[x] factoriza como producto de factores de grado 1, esto es: 

P{x) = a{x — a.i)(x — 02 ) • • • (x — a n ), 

donde a,ati G C, i = 1, . . . , n = dP son las raices de P{x) . 

Demostracion. Por el teorema de factorization de polinomios, Teorema 1.5.2, todo polinomio 
P(x) G C[x] factoriza como producto de polinomios irreducibles. Veamos que todo polinomio irreducible 
sobre C es de grado 1. Supongamos que P(x) es irreducible y de grado > 1, entonces por el Teorema 1.5.4 
P(x) posee una raiz a, pero entonces P(x) = (x — a)Q(x) por el teorema 1.5.3 y P(x) no es irreducible. 
QED 


Ejercicio 1.5.6 Determinar si es cierta o falsa la siguiente proposition. Si IK es algebraicamente cerrado 
y P(x) G K[x] es irreducible, entonces dP(x) = 1. 

Corolario 1.5.2 Teorema fundamental del algebra. C es algebraicamente cerrado. 

Demostracion. Sea P(x) un polinomio sobre C. Por el teorema anterior, Teorema 1.5.5, factoriza 
como producto de factores de grado uno. Por lo tanto todos los elementos algebraicos sobre C, esto es, 
raices de polinomios sobre C estan en C. QED 



Tema 2 


Espacios vectoriales 


Espacios vectoriales. Subespacios. Sistemas de generadores. Dependencia e indepen- 
dence lineal. Bases. Matrices. 


2.1 De ^Jiiciones 

Veamos algunos ejemplos para introducir la notion de espacio vectorial. 

Ejemplo 2.1.1 Consideremos el conjunto de los numeros reales. En el hay definidas dos operaciones, la 
suma, respecto de la cual es un grupo, y el producto. 

Ejemplo 2.1.2 Sea alrora V el conjunto de los pares de numeros reales, ( x , y), donde x, y G IR. Podemos 
definir la suma de dos elementos de este conjunto en la manera usual: 

(x, y) + (x', y’) =(x + x',y + y') 

Definimos tambien el producto de un numero real por un par: 

A(x, y) = ( \x , A y) 

Ejemplo 2.1.3 Sea V = IK", donde IK es un cuerpo, es decir, el espacio de n-uplas de escalares en IK. 
Con las operaciones obvias de suma y producto por escalares (ver ejemplo anterior), este espacio tiene 
propiedades similares a las que exhiben los ejemplos anteriores. 

Ejemplo 2.1.4 Sea C[0, 1] el conjunto de las funciones continuas definidas en el intervalo [0,1] de la 
recta real con valores en IR. La suma de funciones continuas es una funcion continua. La funcion que se 
obtiene al multiplicar una funcion continua por un numero real, es de nuevo una funcion continua. 

Ejemplo 2.1.5 Sea IR[x] el conjunto de polinomios en la variable x. Como la suma de dos polinomios es 
otro polinomio, y el producto de un numero real por un polinomio es tambien un polinomio, estamos en 
una situation similar a la de los ejemplos anteriores. De hecho, IR[a;] es, en cierto sentido, un subconjunto 
de C(IR). 

Ejemplo 2.1.6 Sea IR n [x] el conjunto de polinomios en la variable x de grado menor o igual a n £ IN. 
Esta claro que las mismas propiedades que vimos en los ejemplos anteriores aparecen de nuevo aqul. 

Ejemplo 2.1.7 Sea V el conjunto de funciones continuas en IR tales que /( 0) = 1. Es facil ver que 
estamos en un caso diferente. Alrora la suma de dos funciones en V no esta en V. Si /, g £ V, f(0)+g(0) = 
2, luego f + g no esta en V. 
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Ejemplo 2.1.8 Supongamos ahora que el conjunto V es el formado por las funciones f(x) que verifican 
la siguiente ecuacion: 


d 2 f t( i 

= j(x) sen a; 

En este caso no tenemos, al menos por ahora, una idea clara de cuales son los elementos de este conjunto. 
En los ejemplos precedentes podfamos construir de manera explicita elementos del conjunto en cuestion. 
Aquf solo sabemos que se trata de funciones que se pueden derivar dos veces (digamos que estan en el 
conjunto C 2 (IR)), y que su segunda derivada es el producto de la funcion seno por la funcion de partida. 
Pues bien, a pesar de esta falta de information, la suma de dos de estas funciones verifica la ecuacion, y 
el producto por un niimero real de cualquier funcion de V es tambien una funcion de V. 


Los anteriores ejemplos son casos particulares de una situation general que pasamos a definir con 
precision. 


Definition 2.1.1 Un espacio vectorial sobre un cuerpo IK (los elementos de IK se llamaran escalares) es 
un conjunto V (cuyos elementos se llamaran vectores) dotado de dos operaciones. Una de ellas interna 
(suma): 

+:P x V — i V 

respecto de la que V es un grupo conmutativo. Y una operacion externa, el producto por escalares: 

•:K x V — >V 


que verifica: 

1. (A + pi)v = Xv + fJLV, 

2. X (u + v) = Xu + Xv, 

3. X(p,v) = {Xp)v, 

4- lu = v, donde u, v G V, X, p € IK y 1 es la unidad en IK. 

Es muy sencillo comprobar que todos los ejemplos anteriores son espacios vectoriales reales (sobre el 
cuerpo IR), salvo el ejemplo 2.1.7. La mayor parte de sus propiedades se derivan de propiedades similares 
sobre los numeros reales. Se tiene: 

Teorema 2.1.1 Todo cuerpo es un espacio vectorial sobre si mismo. 

Demostracion. En efecto, las dos operaciones son las que tiene el cuerpo y el producto por escalares 
se confunde con la propia operacion interna de multiplication del cuerpo. QED 


Nota. El mismo concepto se puede definir sobre un anillo. Se dice en este caso que se tiene 
un modulo. Debido a que el anillo no es conmutativo en general, es preciso especificar si la 
multiplication externa es por la derecha o por la izquierda. Debido a que, en general, no 
tendremos un elemento inverso respecto a la multiplication, las propiedades de los modulos 
son distintas de las de los espacios vectoriales. En este curso no insistiremos en la idea de 
modulo. 


Ejemplo 2.1.9 Consideremos la ecuacion que describe a un oscilador armonico (por ejemplo un muelle 
que verifica la ley de Hooke, con constante de recuperation k). El movimiento de la masa m sujeta al 
muelle viene descrito por una funcion x(t) que da la position en funcion del tiempo. De las leyes de la 
dinamica newtoniana se deduce inmediatamente que a :(t) verifica lo que se llama una ecuacion diferencial 
lineal de segundo orden: 


d 2 x 

df 2 


+ u> 2 x = 0 


con uv 2 = k/m. Las soluciones de esta ecuacion forman un espacio vectorial, por un razonamiento 
semejante al que hicimos en el ejemplo 2.1.8. Desde un punto de vista del movimiento, lo que estamos 
diciendo es que la superposition (lineal) de dos movimientos del oscilador armonico es otro movimiento 
de este tipo. Todos los movimientos del oscilador armonico se obtienen por superposition de dos basicos, 
los dados por las funciones sen uit y cos ut. 
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Los modelos lineales como el anterior son fundament ales en Ffsica. No todo fenomeno que ocurre en 
la Naturaleza es lineal, y de hecho, los no lineales constituyen una clase muy importante. Pero incluso en 
estos casos, las aproximaciones lineales proporcionan muchas veces information valiosa sobre el fenomeno 
en cuestion. 

Consecuencia de las operaciones definidas en un espacio vectorial es la siguiente, una herramienta 
fundamental en el estudio de los espacios vectoriales. 

Definition 2.1.2 Sean xi , . . . , x n elementos de un espacio vectorial y Ai, . . . , A„ escalares del cuerpo IK. 
Se llama combinacion lineal de los vectores x\, ... ,x n con coeficientes Ai, . . . , X n al vector: 

n 

^ ) A iXi — AiXi “t“ . . - “t“ A n%n 
i- 1 

Obviamente, toda combinacion lineal esta contenida en el espacio. Tengase en cuenta que una com- 
binacion lineal es una suma finita con coeficientes en el cuerpo. Posibilidades de sumas con infinitos 
sumandos, o de otras con un numero finito de coeficientes no nulos, aunque en cantidad variable, llevan a 
conceptos mas avanzados de algebra en los que no entraremos (sumas y productos directos con un numero 
arbitrario de factores). 

Ejemplo 2.1.10 Supongamos en IR 3 los vectores v\ — (1,0,0), V 2 = (0,1,0) y 03 = (0,0,1). Una 
combinacion lineal de estos tres vectores con coeficientes Ai, A2, A3 € IR es: 

Ar(l, 0, 0) + A 2 (0, 1, 0) + A 3 (0, 0, 1) = (Ai, A 2 , A3) 

de donde resulta que cualquier vector de IR 3 se puede poner como combinacion lineal de estos tres vectores, 
hecho que determinara buena parte de las propiedades de este espacio vectorial. 

Ejemplo 2.1.11 Si en el espacio de los polinomios en una variable con coeficientes reales, seleccionamos 
cualquier familia finita del tipo 1 , x, x , . . . , x n , las combinaciones lineales de estos elementos no cubren 
todo el espacio, por muy grande que hagamos n. 

2.2 Subespacios 

Hemos visto en el ejemplo 2.1.5, como los polinomios formaban un espacio vectorial real, y como las 
funciones continuas (en todo IR) son tambien un espacio vectorial. Puesto que los polinomios se pueden 
interpretar como funciones continuas, tenemos un espacio vectorial contenido en otro. La situation se 
presenta con mucha frecuencia y se encuentra descrita en la siguiente definition: 

Definition 2.2.1 Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo IK y sea W un subconjunto de V no vacio. 
Se dice que W es un subespacio vectorial de V si: 
i. u — v € W, Vu, v € W, 
a Xu e w, VA e K. 

Proposition 2.2.1 Si W es un subespacio vectorial de V entonces el conjunto W con las operaciones 
+ y ■, inducidas de la suma y el producto por escalares de V, es un espacio vectorial. 

Ejercicio 2.2.1 Probar la proposition anterior 2.2.1 

Ejemplo 2.2.1 Consideremos alrora el conjunto de los numeros complejos. Al ser C un cuerpo, es un 
espacio vectorial sobre si mismo. El conjunto de los numeros reales es un subconjunto de C. La pregunta 
es obvia. ^Es IR un subespacio vectorial de C? La respuesta no lo es tanto. En efecto, como sabemos, IR 
es un espacio vectorial sobre IR. Pero aqui estamos hablando de IR como un subconjunto de C, es decir, 
como los numeros complejos que tienen parte imaginaria igual a cero. La suma de dos de estos numeros 
es otro numero del mismo tipo. Pero el producto de un numero complejo arbitrario (un escalar de C) 
por un numero complejo de parte imaginaria cero (es decir, un numero real) no es en general un numero 
real. Por tanto IR no es un subespacio vectorial del espacio vectorial complejo (D. 
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Ejemplo 2.2.2 El conjunto de los numeros complejos es un espacio vectorial real. No es diflcil probar 
que se cumplen todas las propiedades del caso. Los reales siguen siendo un subconjunto de C que ahora 
es un subespacio vectorial (por supuesto real). 


Ejemplo 2.2.3 Consideremos el espacio tridimensional 1R 3 . Se trata de un espacio vectorial sobre IR 
cuyos elementos son las ternas de numeros reales: 

(xi, X 2 , X3), Xi G IR, * = 1, 2, 3 

El siguiente subconjunto es un subespacio vectorial de IR 3 : 

W = {(xi,X2,0) | xi,x 2 G IR) 


Pero el subconjunto de IR 3 : 


A = {(xi,X 2 , 1) | x x ,x 2 G IR) 


no lo es. Tampoco es un subespacio el conjunto: 


S 2 = {(xi, X 2 , X 3 ) | x\ + x\ + x\ = 1, Xi G IR, * = 1, 2, 3} 

Se trata de la esfera unidad en IR 3 . Los conjuntos como este se Hainan variedades, y, aunque no presenten 
caracteristicas lineales, su estudio local implica la consideration de espacios vectoriales (en este caso de 
pianos). 


E 11 todo espacio vectorial hay siempre dos subespacios, el espacio total y el vector cero (el elemento 
neutro del conjunto considerado como grupo abeliano). Pero puede no liaber mas. 


Ejemplo 2.2.4 Los dos unicos subespacios del espacio vectorial real IR son {0} y IR. La demostracion 
es la siguiente. Sea W un subespacio vectorial de IR. Entonces, si 0 yf x G W, yx GW para todo numero 
real y. Como x tiene inverso, se tiene: 


F = {xy | y G IR) = IR 

Como F C W, se tiene: W — IR. Si en W solo tenemos el elemento 0, entonces: W = {0}. 

Ejemplo 2.2.5 El conjunto de polinomios de grado menor o igual que n G IN es un subespacio propio 
(es decir distinto del {0} y el total) del espacio vectorial de todos los polinomios. 

Los subespacios vienen determinados de varias maneras. Hemos visto alguna de ellas, concretamente, 
en espacios del tipo IK", en el que una o varias de las componentes de los vectores son iguales a cero. 
Pero se puede lracer de otras formas. 

Ejemplo 2.2.6 En <D” se considera el conjunto de vectores tales que: 

n 

{(xi,,..,x n ) | ^ 2 xi = 0} 

i = 1 

Se trata de un subespacio propio de C n . Tambien el subconjunto: 

n 

{(xi, . . . , x n ) I ^Xj = 0 ,X 1 +x n = 0} 

i= 1 

es otro subespacio, contenido en el anterior. 

Esta forma de dar subespacios se suele llamar implicita. Pero se podrfan definir de una forma explicita, 
es decir, dando las componentes de los vectores. Por ejemplo: 

{(xi ,...,x n ) | xi = Xi,x 2 = Ai + X 2 ,x n = 0, Ai,A 2 GC) 

Como iremos viendo, las posibilidades son muchas. 
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2.3 Operaciones con subespacios 

La familia de subespacios de un espacio vectorial admite una serie de operaciones que pasamos a detallar. 

Teorema 2.3.1 La intersection de subespacios de un espacio vectorial es un subespacio vectorial. 

Demostracion. Sean W\ y W -2 dos subespacios de V. Si x, y son dos elementos de la intersection, 
W 1 OW 2 , ambos estan en cada subespacio, luego la suma pertenece a ambos y por tanto a la intersection. 
El mismo argumento se aplica al producto por escalares. Notese que la interseccion de subespacios 
vectoriales nunca es vacia, pues al menos el vector 0 esta en todos ellos. QED 

Ejemplo 2.3.1 Consideremos el espacio vectorial real de las funciones continuas definidas en IR con 
valores en IR, (7(IR). El conjunto de polinomios con grado menor o igual a n (n un numero natural 
hjado) es un subespacio vectorial como ya lremos dicho. El conjunto de las funciones continuas que se 
anulan en x = 0 es un subespacio vectorial de (7(01). La interseccion de ambos, es decir, el conjunto de 
polinomios de grado menor o igual que n que se anulan en x = 0, es un subespacio vectorial de C(IR). 

Sin embargo, la union de subespacios vectoriales no es en general un subespacio vectorial. Pero 
podemos construir un subespacio de la siguiente forma. 

Definicion 2.3.1 Sea S un subconjunto de un espacio vectorial V. Se llama espacio vectorial generado 
por S al menor de los subespacios de V que contienen a S. 

Esta claro que dicho subespacio sera la interseccion de todos los subespacios que contienen a S. La 
interseccion no puede ser vacfa, pues S esta en todos ellos, y al menos hay un subespacio que contiene a 
S que es el espacio total. Pero no es sencillo, en principio, calcular exphcitamente este subespacio. 

Ejemplo 2.3.2 Sea el subconjunto del conjunto de polinomios en la variable x: S = {cc}, que obviamente 
no es un espacio vectorial. Pero esta claro que W = {Xx | A G IR} si es un subespacio vectorial y contiene 
a S. 

Definicion 2.3.2 Sea S un subconjunto de un espacio vectorial. La envolvente lineal de S, lin(S'), es el 
conjunto de combinaciones lineales que se pueden formar con los elementos de S. 

Se tiene: 

Teorema 2.3.2 La envolvente lineal de un subconjunto de un espacio vectorial V es un espacio vectorial 
(subespacio del espacio vectorial V). 

La demostracion es evidente. 

Teorema 2.3.3 El subespacio generado por un subconjunto de un espacio vectorial es la envolvente lineal 
lin(S'), de este subconjunto. 

Demostracion. Claramente S esta contenido en lin(S’). Sea W un subespacio que contiene a S. 
Entonces, debe contener tambien a la envolvente lineal, pues es un subespacio. Por lo tanto lin(S’) C W 
para todo W subespacio que contiene a S. De donde lin(S') C C\W donde la interseccion se refiere a todos 
los subespacios que contiene a W. De aqui se concluye que el espacio generado por S es la envolvente 
lineal de S. ' QED 

Ejemplo 2.3.3 El conjunto de matrices 2x2 con elementos complejos, es un espacio vectorial complejo. 
El subespacio generado por los elementos: 
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es la envolvente lineal de estos elementos: 



Notese que es un subespacio propio del espacio de matrices del que hablamos. Sin embargo, existen casos 
en los que la envolvente lineal de una familia es el espacio total. 

Definicion 2.3.3 Se dice que el subconjunto S del espacio vectorial V es un sistema de generadores de 
V si la envolvente lineal de los elementos de S (es decir, el espacio generado por S) es el espacio total V. 

Ejemplo 2.3.4 En el espacio vectorial de polinomios, la familia S = {1, x, x 2 , x 3 , . . .} es un sistema de 
generadores. 

Ejemplo 2.3.5 En el espacio de matrices 2x2 con coeficientes complejos, la familia: 



es un sistema de generadores. 

Esta claro que todo subconjunto es un sistema de generadores de su envolvente lineal. 

Con estas nociones definiremos la suma de subespacios. Como hemos diclro, la union de subespacios 
no es necesariamente un subespacio. 

Ejemplo 2.3.6 Consideremos en IR 2 , los subespacios: W\ = {(a, 0) | a G IR} y W 2 = {(0,a) | a G IR}. 
La union es el conjunto: 

Wi U W 2 = {(a, 0), (0, b) | a, be IR} 

Pero esto no es un espacio vectorial. Pues si sumamos (1,0) y (0,1) que estan en la union, obtenemos 
(1, 1) que no pertenece a la union. 

Definicion 2.3.4 Se define la suma de dos subespacios W\ y W 2 de un espacio vectorial como la envol- 
vente lineal de la union de ambos subespacios: 

W 1 + W 2 = lin(lE 1 U W 2 ) 

La definicion anterior no es muy util en muchos casos. Sin embargo, se tiene lo siguiente: 

Teorema 2.3.4 La suma de dos subespacios de un espacio vectorial es: 

Wi + w 2 = {x\ + x 2 1 xi e M-'j , x 2 e w 2 } 

Demostracion. Puesto que xi G W\ y x 2 G W 2 , ambos estan en la union y por lo tanto su suma 
esta en la envolvente lineal. De aqui se tiene la mitad de la igualdad: 

{xi + x 2 | x\ G W\,x 2 e W 2 } CW! + W 2 

Ademas, cualquier vector de la envolvente es una combinacion lineal de elementos de la union. Por tanto, 
podemos separar los vectores que forman la combinacion lineal y que pertenecen a W\ por un lado y 
los que pertenecen a W 2 por otro. Como ambos W\ y W 2 son subespacios vectoriales, llegamos a que 
cualquier elemento de la envolvente se puede poner como suma de un elemento de W\ mas otro de W 2 . 
QED 

En general, los elementos de la suma se pueden poner de varias formas como suma de un vector de 
W\ y otro de W 2 . Dicho de otra manera, la descomposicion no es unica. Pero a veces si lo es. 

Definicion 2.3.5 Se dice que la suma de dos subespacios vectoriales de un espacio vectorial es directa 
si cada elemento de la suma admite una unica descomposicion como suma de un elemento del primer 
subespacio mas un elemento del segundo. Se escribe entonces: W\ © W 2 
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La caracterizacion de sumas directas se puede hacer tambien de la forma siguiente: 


Teorema 2.3.5 Sean W\ y W-2 dos subespacios del espacio vectorial V. Entonces, la suma de W\ y Wi 
es directa si y solo si W\ fl W2 = {0} 

Demostracion. La parte “si” se deduce facilmente. Si la interseccion es el vector 0, y tenemos dos 
descomposiciones para un vector v de la suma, v = X\ + X2 — yi + 2/2, entonces: x\ — y 1=2/2 — £2 ■ Pero 
el primer vector esta en W\ y el segundo en W 2 , luego ambos (que son iguales) estan en la interseccion, 
luego son cero. De aqui' se deduce que X\ = y± y X2 — 2/2, luego la descomposicion es linica y la suma 
es directa. El “solo si” se demuestra por: si v esta en la interseccion, esta en ambos subespacios. Pero 
eso quiere decir que v = v + 0 es una descomposicion valida y que v = 0 + v tambien lo es. Como la 
descomposicion es unica al ser la suma directa, se concluye que v = 0. QED 


Ejemplo 2.3.7 Los subespacios W\ = {(a, 0) | a € IR} y W2 = {(0, a) | a € IR} tienen como suma el 
espacio total IR 2 y ademas la suma es directa. 

Los conceptos de suma y suma directa se pueden extender a mas de dos subespacios, imponiendo la 
unicidad de la descomposicion de cualquier vector de la suma en suma de elementos de cada subespacio. 
Las condiciones para la suma directa de mas de dos subespacios son mas complicadas de lo que uno 
podria suponer: 


Teorema 2.3.6 La suma de los subespacios Wi, i = 1,2,3 del espacio vectorial V es directa si y solo si 
se cumplen las relaciones 

Wi n (w 2 + w 3 ) = {0}, w 2 n (w 3 + Wi) = {o}, w 3 n (Wi + w 2 ) = {0} 

Demostracion. Supongamos que la suma es directa. Sea x un vector en la interseccion W\ fl (W2 + 
W3). Entonces, x £ W\ y x = X2 + £3, por estar en la suma W2 + W3. Pero como la descomposicion es 
linica: x = x + t) + t)yx = t) + X2 + X3 deben ser la misma, luego x = 0. De forma similar demostrariamos 
las otras intersecciones. Ahora suponemos que las tres intersecciones mencionadas en el teorema son 
iguales al vector 0 . Sean x = x\ + X2 + X3 = y\ + y 2 + 1/3 dos descomposiciones de un vector x. De manera 
similar a como hicimos la demostracion en el caso de dos subespacios, ponemos: 


xi - yi = V2 ~ x 2 + V3 ~ x 3 


Pero el vector de la izquierda esta en W\ y el de la dereclra en W2 + W3, luego estan en la interseccion. 
Como la interseccion es el vector 0 concluimos que X\ = X2 y tambien: x 2 + X3 = y 2 + 2/3. Podemos 
repetir el razonamiento con otra pareja: 


X2 ~ Vi = Vi ~ x-i + y 3 - X3 


con lo que al estar ambos en W2 y W\ + W3, son iguales a 0 y por tanto, X2 = y 2- De la misma forma se 
demuestra que X3 = 2/3, y la descomposicion es linica. QED 

Si la suma directa de varios subespacios es el espacio total, se dice que este ultimo se descompone 
en suma directa de los subespacios. Cada vector del espacio admite una descomposicion en suma de 
vectores, perteneciente cada uno de ellos a un subespacio. 

Asimismo, el concepto de suma directa se puede extender a espacios vectoriales, no necesariamente 
subespacios de un mismo espacio vectorial. 


Definicion 2.3.6 Dados dos espacios vectoriales V\ y V2 definidos sobre un cuerpo IK, se define la suma 
directa de estos dos espacios como el conjunto de expresiones de la forma v\ + V2 ( el signo suma tiene 
un sentido formal aqui, notese que los vectores son de espacios distintos). 
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La suma y el producto por escalares se definen de forma natural: 

(i>i + V 2 ) + (wi + W2) = (vi + w 1 ) + (V2 + W2) 

A(rq + V 2 ) = Aui + \v2 

Notese que se puede introducir tambien como el conjunto de pares, es decir, como los elementos del 
producto cartesiano de V\ y V 2 . Tambien se puede extender a un numero arbitrario de factores (finito, 
el caso infinito requiere un analisis mas cuidadoso). 

La ultima operation con espacios vectoriales que vamos a considerar es el espacio cociente. La idea es 
clasificar los vectores de un espacio vectorial en clases siguiendo un criterio establecido por un subespacio 
vectorial elegido. La construction en el caso de espacios vectoriales solo anade la forma de lracer la 
Gasification. Las relaciones de equivalencia, pues de eso se trata aquf, aparecen en conjuntos arbitrarios 
como ya se habra estudiado en otros lugares. 


Definition 2.3.7 Sea V un espacio vectorial y W un subespacio de V. Dados dos vectores x, y € V , se 
dice que estan en la misma clase (respecto de W ), si: 

x — y € W 


Se trata de una relation de equivalencia, como se puede demostrar facilmente. Cada clase se escribira 
como: 

[x\ = x + W = {x + y | y € W} 


y se dice que x (que es un elemento cualquiera de la clase) es el representante de esa clase. El conjunto 
de clases se designa por V/W y tiene una estructura de espacio vectorial, definida de la forma siguiente: 


V/W x V/W — : 

(x + W, y + W) 1 — > 


V/W 

(x+ y) + W 


IK x V/W — » V/W 

(A, x + W) ^ (Ax) + W 

En las cuestiones relativas a clases de equivalencia es necesario prestar atencion al representante elegido. 
Es decir, si: x + W = x' + Wey + W = y' + W, las clases x + y +W y x' + y' + W deberfan coincidir 
(es decir, x + y y x’ + y’ deberian estar en la misma clase). Lo que es muy sencillo de comprobar. De la 
misma forma para el producto por escalares. 

La idea de espacio vectorial cociente es sin duda ligeramente mas complicada que las anteriores. 
Veremos unos ejemplos para tratar de aclarar su construccion y utilidad. 


Ejemplo 2.3.8 Consideremos el espacio vectorial real V = IR 3 y el subespacio W = {(0, 0,z)\zG IR}. 
Graficamente podemos pensar en V como el conjunto de vectores en el espacio con origen en el origen de 
coordenadas, y en W como el eje 2 . Los elementos del espacio cociente V/W son las clases: 

(x, y, z) + W 

pero podemos elegir un representante sencillo para cada clase: ( x,y,z ) y (x',y',z') estan en la misma 
clase si su diferencia esta en W, es decir, si x = x' e y = y' . La tercera coordenada es arbitraria, es decir, 
en una clase toma todos los valores. El mas sencillo es obviamente el valor 0, y por lo tanto: 

V/W = {[(x, y, 0)] | x,y G IR.} 

Si identificamos vectores (con origen en el origen de coordenadas) con los puntos donde esta su extremo, 
este espacio es el piano xy. Con mas precision, cada punto del piano xy esta en una clase diferente (y en 
cada clase hay un punto del piano xy) . Si en un problema dado la coordenada z no aparece, este espacio 
cociente, o el piano al que es isomorfo (en un sentido que precisaremos mas adelante) resulta mas sencillo 
de utilizar. 
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Ejemplo 2.3.9 Supongamos ahora que V es el espacio de polinomios en una variable x. Y que W es 
el subespacio de constantes: W = {A | A € IR}. En este caso, dos polinomios son equivalentes (estan 
en la misma clase) si su diferencia es una constante. El representante mas sencillo de cada clase es el 
que tiene el termino de grado cero igual a cero. Como ejemplo de aplicacion, la derivada es constante 
en cada clase, es clecir, las derivadas de dos polinomios que esten en la misma clase son iguales. Y si 
dos polinomios estan en diferentes clases, sus derivadas son distintas. Considerada la derivada como una 
aplicacion del espacio de polinomios en si mismo, es inmediato ver que no es inyectiva. Pero si se toma 
como espacio inicial este espacio cociente, la derivada (definida como la derivada de cualquier elemento 
de la clase) es inyectiva. Aplicaciones de este resultado apareceran mas tarde. Aqui solo diremos que la 
derivada se anula en W (y que si la derivada de un polinomio es cero, ese polinomio esta en W ). 


2.4 Sistemas de generadores, rango y bases 

Ya hemos indicado anteriormente lo que es un sistema de generadores de un espacio vectorial. Con un 
sistema de este tipo podemos construir todos los elementos del espacio vectorial mediante combinaciones 
lineales. Sin embargo, es posible que un vector pueda expresarse como varias combinaciones lineales 
diferentes. 

Ejemplo 2.4.1 Sea V = IR 2 , y el sistema de generadores: 

5 = {( 1 , 0 ), ( 0 , 1 ), ( 1 , 1 )} 

Aunque aun no hemos visto un metodo para saber si un sistema de vectores es sistema de generadores 
de un espacio vectorial, admitamos que este lo es. Por otra parte no es muy dificil comprobarlo usando 
directamente la definicion. Un vector como por ejemplo el (1, —1) se puede expresar de muchas formas 
mediante una combinacion lineal de estos vectores. Por ejemplo: 

( 1 ,- 1 ) = ( 1 , 0 ) - ( 0 , 1 ), ( 1 ,- 1 ) = ( 1 , 1 ) - 2 ( 0 , 1 ) 

Esto es debido a que este sistema de generadores no es linealmente independiente, concepto que 
introducimos a continuation: 

Definicion 2.4.1 Sea V un espacio vectorial. Se dice que una familia de vectores es linealmente inde- 
pendiente (l.i.), si toda combinacion lineal de vectores de la familia igualada a cero, tiene necesariamente 
todos los coeficientes iguales a cero. 

Ejemplo 2.4.2 Es muy sencillo demostrar que la familia del ejemplo anterior no es linealmente inde- 
pendiente. Por ejemplo la siguiente combinacion lineal es igual a 0 y sin embargo los coeficientes no son 
iguales a cero: 

(1, o) — (0, 1) — (1, —1) = 0 


Cuando una familia de vectores no es linealmente independiente, se dice que es linealmente dependiente 
(l.d.) . Es decir, una familia de vectores de un espacio lineal es linealmente dependiente cuando es 
posible encontrar una combinacion lineal de vectores de esa familia igual a cero, y en la que no todos los 
coeficientes son nulos. 

Ejemplo 2.4.3 En todo espacio vectorial, toda familia de vectores que contenga al vector 0 es l.d. En 
efecto, la combinacion lineal trivial: A.O es cero para cualquier A. 

Una consecuencia interesante de la d.l. es la siguiente: 

Teorema 2.4.1 Si los vectores {xi, . . . , x n }, n > 1 del espacio vectorial V son l.d., alguno de estos 
vectores se puede poner como combinacion lineal de los demas. 
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Demostracion. . Si este conjunto de vectores es l.d. , existe una combinacion lineal: 

n 

^ ^ — 0 

i= 1 


en la que algun A i es distinto de cero. Sea por ejemplo Xk ^ 0, para algiin k entre 1 y n. Entonces: 

n i n 

A kXh A ^ \ XiXi — 0 Xk — ^ ' A iXi 


i=l,i^k 


i=l,i^k 


debido a que existe el inverso de A*,. QED 

Este teorema nos conduce a la siguiente definicion: 

Definicion 2.4.2 Se dice que el vector x £ V depende linealmente de S (subconjunto de V), si x puede 
expresarse como una combinacion lineal de vectores de S. 

Debido al teorema anterior, la envolvente lineal de una familia de vectores puede considerarse generada 
por menos vectores de los que en un principio podria suponerse. 


Teorema 2.4.2 Sea S una familia de vectores del espacio vectorial V, y supongamos que S es l.d. Sea 
x un vector de S que depende linealmente de los demas vectores de S. Entonces la envolvente lineal de S 
es igual a la envolvente lineal de S\ {a:}. 

La demostracion es una consecuencia del teorema sobre dependencia lineal y del hecho de que cada vez 
que x aparezca en una combinacion lineal de un vector de lin(S'), podemos sustituirlo por la combinacion 
lineal de otros vectores de S segun lremos visto en el teorema anterior. 

El teorema lleva inmediatamente a la siguiente conclusion: 


Teorema 2.4.3 Si S es un sistema de generadores de un espacio vectorial V , y el vector x depende 
linealmente de los otros vectores de S, entonces, S\ {x} es tambien un sistema de generadores de V. 

La demostracion es evidente. 

Definicion 2.4.3 El rango de una familia de vectores es el numero maximo de vectores linealmente 
independientes que se pueden encontrar en la familia. 

Veremos mas adelante como estudiar el rango y como ampliar este concepto a matrices. 

Estamos en condiciones de definir lo que es una base de un espacio vectorial. Esto nos permitira 
relacionar los espacios vectoriales con unos espacios tipo y simplificara los calculos en muchas ocasiones 
al poder lrablar de coordenadas sin necesidad de usar los objetos abstractos del espacio. 

Definicion 2.4.4 Se dice que la familia de vectores del espacio vectorial V, B, es una base, si es un 
sistema de generadores de V y es l.i. 

Ejemplo 2.4.4 La familia estudiada en un ejemplo anterior {(1, 0), (0, 1), (1, —1)} no es un base de IR 2 
pues no es l.i. Sin embargo, la familia {(1, 0), (0, 1)} si es una base. Notese que se obtiene de la primera 
eliminando un vector que se podia poner como combinacion lineal de los otros dos, lo que lrace que siga 
siendo un sistema de generadores de acuerdo con el teorema demostrado antes. Ademas es linealmente 
independiente, como se comprueba sin mas que aplicar la definicion: 


Ar(l, 0) + A 2 (0, 1) = (0, 0) =► (Ai, A 2 ) = (0, 0) =* Ai = A 2 = 0 
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Ejemplo 2.4.5 Consideremos el conjunto de polinomios en una variable x con coeficientes reales. Como 
ya lremos visto es un espacio vectorial sobre IR. El conjunto: 

S = {1, x, x 2 , . . .} 

es una base de este espacio. Cualquier polinomio es una combinacion lineal de elementos de este conjunto. 
Ademas, el conjunto S es l.i. Cualquier combinacion igualada a cero obliga a que todos los coeficientes 
sean 0: 

\\x ni + X 2 x n2 + • • • + X k x nk = 0 

con todos los naturales n,, i = 1, ... k distintos entre si, implica A* = 0, i — 1, ... k. Notese que 
las combinaciones lineales son sumas de productos de escalares por vectores con un numero finito de 
sumandos. 

En los dos ejemplos anteriores la situation es muy diferente. En el primero, dos vectores formaban una 
base. En el segundo, la base esta formada por un numero infinito de vectores, pero al menos es numerable. 
Si consideramos el espacio de funciones continuas en IR, la existencia de una base, con un numero finito 
o infinito (numerable o no) de vectores, no resulta facil de establecer. En este curso nos limitaremos a 
bases con un numero finito de elementos, aunque en lo referente a otros aspectos, apareceran ejemplos de 
espacios que no tienen este tipo de bases. Usando conceptos de teoria de conjuntos (axioma de election) 
es posible probar que todo espacio vectorial posee una base. 

Un espacio vectorial tiene en principio muchas bases. Dada una de ellas es posible lracer combinaciones 
lineales de sus elementos, y si los vectores que resultan son linealmente independientes, forman otra base 
distinta de la anterior. Estudiaremos esta situation con mas detalle mas adelante. 

Por ahora, nos limitamos a demostrar el siguiente resultado: 

Teorema 2.4.4 Sea V un espacio vectorial. Todas las bases de V tienen el mismo cardinal. 

Este teorema es fundamental. Permite relacionar las bases de un espacio vectorial, y asignar a este 
espacio un numero natural cuando el cardinal anterior es finito. Desde el punto de vista de las propiedades 
algebraicas del espacio, este numero proporciona toda la information que necesitamos. 

Definicion 2.4.5 Se llama dimension de un espacio vectorial V sobre un cuerpo IK al cardinal comun 
de las bases de V. 

Los espacios IK”, de los que lremos visto varios ejemplos, nos dan los prototipos de los espacio vecto- 
riales de dimension finita sobre el cuerpo IK. Cuando la dimension es infinita hay que prestar atencion 
a otras cuestiones, pero no entraremos en esos detalles aqui. La demostracion la haremos en un espacio 
vectorial que admita una base con un numero finito de elementos. 

Demostracion. Supongamos que el espacio vectorial V tiene una base: B = {vi,...,u n }, con n 
elementos. Probaremos que cualquier conjunto de vectores l.i. tiene como maximo n elementos. Sea 
S = {mi,..., u m } un conjunto de vectores l.i. Entonces: u\ = ^” =1 A*Ui, y alguno de los coeficientes 
no es cero. Si es, por ejemplo, Ai yf 0, podemos sustituir v\ por u\ y obtener otra base, ya que sera un 
sistema de generadores (al poder despejar V\ en funcion de u\ y v 2 , ■ ■ • , v n ) y ademas es l.i. Si 

n 

= 0 

i = 2 

entonces, p i = 0 implica que los demas son cero, ya que son l.i. Si p\ yf 0, u\ serfa combinacion lineal del 
resto, lo que es contradictorio con Ai yf 0. Siguiendo este proceso (cambiando el orden si es necesario) 
construiriamos una base de V : {iq, . . . , u k , v k +i, • ■ • , v n }. En esta base, mediante el mismo razonamiento, 
podriamos sustituir uno de los Vj, digamos, v k +i, por u k +\ si el coeficiente de v k +i en el desarrollo de 
u k + 1 en esta base es no nulo (alguno de los coeficientes de los vectores Vj es no nulo por razones de 
independencia lineal de los vectores iq). Si seguimos sustituyendo esta claro que en cada paso tendremos 
una base de V, y el numero de vectores de S no puede ser mayor que n. QED 

Tambien podemos enunciar el siguiente resultado: 
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Teorema 2.4.5 En un espacio vectorial de dimension finita n no hay conjuntos de vectores Li. con mas 
de n vectores. Si un conjunto de vectores l.i. en V tiene n elementos linealmente independientes, es una 
base. 

La demostracion es inmediata de lo anterior. 

Teorema 2.4.6 El rango de un sistema de vectores de un espacio vectorial es la dimension de la envol- 
vente lineal de ese sistema 

Demostracion. El rango es el numero maximo de vectores l.i. La dimension es el cardinal de una 
base. Del sistema de vectores podemos retirar los que dependen linealmente de los demas lrasta quedarnos 
con un conjunto l.i., que sigue generando la envolvente. Luego la dimension es igual al rango. QED 


Ejemplo 2.4.6 En el espacio complejo C, el vector 1 es una base. La dimension es 1. Cualquier otro 
numero complejo diferente de cero es una base. Siempre se tiene este resultado, la dimension de un cuerpo 
considerado como un espacio vectorial sobre si mismo es 1. 

Ejemplo 2.4.7 Si se considera a C como un espacio vectorial sobre IR, una base es por ejemplo, { 1, «} . 
Pero {1,-1} no lo es. La dimension de C sobre los reales es 2. 

Ejemplo 2.4.8 La dimension del espacio IK™ (producto cartesiano de IK por si mismo n veces) sobre IK 
es justamente n. Podemos elegir la llamada base canonica: 

{(1) 0, . . . , 0), (0, 1, 0, . . . ,0), . . . , (0, . . . ,0, 1)} 

que es un conjunto l.i., pues de la combinacion lineal: 

Ar(l, 0, . . . , 0) + A 2 (0, 1, 0, . . . , 0) + • • • + A„(0, . . . , 0, 1) - (0, . . . , 0) 

se deduce: 

(Ai, A 2 , . . . , A n ) = (0, . . . , 0) 

y por tanto todos los coeficientes son cero. Ademas, cualquier elemento de este espacio se puede poner 
como combinacion lineal de los vectores de este conjunto: 

(Ai, A 2 , . . . , A n ) = Ai(l, 0, ... ,0) + A 2 (0, 1, 0, . . . , 0) + • • • + A„(0, . . . , 0, 1) 

luego es una base, y la dimension es n. 

Definicion 2.4.6 Dada una base B = {u\, . . . ,u n } de un espacio vectorial V (de dimension finita) y un 
vector x £ V, existe una sola combinacion lineal de los vectores de la base que sea igual al vector dado. 
Se llaman coordenadas del vector x en la base B a los escalares Ai, A 2 , . . . , A„ tales que: 

n 

x = ^ A iUi 

i= 1 

Como hemos diclro, las coordenadas estan univocamente determinadas. Por supuesto si cambiamos 
la base, cambiaran. 

La correspondencia que se puede establecer, fijada un base, entre un espacio de dimension finita n 
y IK™, asignando a cada vector sus coordenadas en esa base, es biyectiva y tiene unas propiedades que 
seran estudiadas mas adelante. 

Dado un espacio vectorial V, se puede fiablar de la dimension de sus subespacios, pues estos son a su 
vez espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo. Un resultado importante es el siguiente: 

Teorema 2.4.7 Sea V un espacio vectorial de dimension finita y W un subespacio de V . Se verifica: 


dim W < dim V 
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Demostracion. En efecto, sea e\ un vector de W, no nulo (si W tiene solo el vector nulo, el resultado 
es trivial). Si lin{ei} ^ W, existira un segundo vector en W, e 2 , linealmente independiente con el anterior. 
Si lin{ei,e 2 } ^ W, lrabra un tercero, etc. Como V es de dimension finita, el proceso se acaba. En cada 
uno de los pasos, la dimension de W es menor o igual que la de V, lo que demuestra el teorema. QED 

Los espacios de dimension finita son mas sencillos de estudiar que los de dimension infinita y a ellos 
estara dedicada la mayor parte del curso. 

La construction de bases no siempre es facil, pero veremos un resultado que ayuda. 

Teorema 2 . 4.8 Teorema de prolongation de la base 

Sea V un espacio vectorial de dimension finita igual an, y W un subespacio de V. Si Bw = 
{wi,...,Wk} es una base de W, se pueden encontrar vectores {uk+i, ■ ■ ■ ,u n } tales que el conjunto 
{tor, . . . , Wk,Uk+i, • • • , u n } es una base de V. 

Demostracion. Sea {w \, . . . , w m } una base de W. Si W ^ V, existira un vector en V, tal que 
B U {uk+\} es un conjunto l.i. (si no lo fuera, Uk+i estaria en W). Consideremos el espacio W ^+ 1 = 
lin(6U {wfc + i}). Si este espacio es igual a V, la demostracion esta acabada. Si no lo es, habra otro vector 
Uk- 1-2 con el que se podra razonar como antes. Como la dimension de V es finita, el proceso acaba. Los 
vectores anadidos forman junto con los de la base de W inicial, la base ampliada. QED 

Como consecuencia del anterior teorema podemos probar: 

Teorema 2 . 4.9 Sea V un espacio vectorial de dimension finita. Si W es un subespacio de V, existe un 
subespacio U de V tal que: 

V = W ®U 

Demostracion. Sea Bw un base de W. Por el teorema de prolongation de la base, podemos construir 
una base de V, anadiendo vectores a Bw- Sea By = {u-’i , . . . ,Wk,Uk+ i, ■ • • ,u n } esta base. Definiendo 
U = lin({ufc+i, . . . , u n }), no es diffcil probar que los espacios W y U tienen intersection igual a {0} y su 
suma es V. QED 

Se dice que W y U son subespacios suplementarios. Dado W la election de U no es unica. 

Las dimensiones de los subespacios construidos a partir de otros por las operaciones estudiadas ante- 
riormente estan relacionadas a traves de los teoremas siguientes. 

Teorema 2 . 4.10 Sea V un espacio vectorial de dimension finita, y W\,W 2 dos subespacios de V. En- 
tonces, 

dim W\ + dim W 2 = dim(LEi + W 2 ) + dim(LTi n W 2 ) 

Demostracion. Sea -Buy nw 2 = {cq, ,afe} una base del espacio W\ D W 2 ■ Como este espacio 

esta contenido en W\, podemos ampliar la base y obtener otra de W\\ Bw± = {ai, . . . , ak, &i, . . . , b m }. 
Y como tambien esta contenido en W 2 , la podemos ampliar a una base de este subespacio: B\y 2 = 
{ai , . . . , ak, Ci, . . . , Cr}. Consideremos el conjunto de vectores de V: 

Bw — {ui , . . . , ak , b \ , . . . , bm , c \ , . . . , c r } 

y probemos que es una base del espacio W\ + W 2 . En primer lugar es l.i. Construimos una combinacion 
lineal de estos vectores y la igualamos a cero: 

k m r 

y, am + y pibi + y = o 

i— 1 i= 1 i — 1 

Sean v = v i = Ym=i0i b i Y v 2 = Z)i=i 7 iti- Entonces, v G W\ (7 W 2 , ui G W x y v 2 G W 2 . 

Como la suma es cero, v 2 G W\, luego v 2 G W\ (7 W 2 . Este vector debe poder expresarse como una 
combinacion lineal de la base de este subespacio. Por tanto v 2 ~ 0. Debido a la independence lineal de 
cada uno de los tres conjuntos de vectores ai,bi,a concluimos que todos los coeficientes son cero, y por 
tanto el conjunto construido es l.i. 
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Probemos ahora que generan el espacio W\ + W 2 . Esto es mas sencillo. Cualquier vector de este 
espacio es suma de un vector de W\ mas un vector de W 2 . Basta examinar las bases ampliadas de estos 
subespacios para ver que cualquier vector de la suma se puede poner como combinacion lineal de los 
vectores del conjunto l.i. determinado anteriormente. Ademas todos estos vectores estan en la suma. 
Luego es una base. Por tanto, la dimension de W\ + W 2 es k + m + r lo que demuestra el teorema. QED 

Como consecuencia se tiene: 


Teorema 2.4.11 Si la suma W\ © W 2 es directa, se tiene: 

dim(LE 1 ® W 2 ) = dim W\ + dim W 2 

La demostracion es inmediata de dim{0} = 0. 

Ademas: 


Teorema 2.4.12 Sea V un espacio vectorial de dimension finita, y W un subespacio de V. Entonces, 

dimP = dim IT + dim (V /W) 

La demostracion es consecuencia del siguiente teorema. 

De aqui se deduce que la dimension del espacio cociente V /W es igual a la dimension de un subespacio 
suplementario de W. Como veremos mas adelante, el espacio cociente es isomorfo al suplementario de 
W (a cualquiera de ellos). 

Se puede precisar aun mas. 


Teorema 2.4.13 Sea V un espacio vectorial de dimension finita, y W un subespacio de V. Fijada una 
base de W, Bw = {toi, . . . , (/.•/,- } . la ampliamos a una base de V: By = {w 1, . . . ,Wk,v 1, . . . , v m }, donde 
dimP = m + k. Entonces, el conjunto de vectores de V/W: 

Bv/w = {fi + W, . . . ,v m + W } 


es una base de V/W. 

Demostracion. El conjunto By/w es l.i. Tomamos una combinacion lineal e igualamos a cero: 


^ A i(vi + W) = 0 

i= 1 

Operando, obtenemos: Aj Vi) + W = 0, es decir, la clase cuyo representante es ^i v h es clase 

cero, o sea, YhT=\ ^ iVi ^ ^ - Pero los vectores Vi no estan en W, sino en el suplementario, por lo tanto: 
Y/iL 1 A i v i = 0, y como son l.i. se concluye que los coeficientes A i son cero. Veamos ahora que son un 
sistema de generadores. Sea x + W un elemento cualquiera del espacio cociente. Como x € P, se tiene: 

k m 

X = ^2 XiWi + ^2 yiVi 
i=l i= 1 


Por tanto: 

m m 

X + W = ^ Vi v i + W = X! Vi ( Vi + W ) 

»= 1 i = 1 


que es lo queriamos demostrar. 


QED 
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2.5 Cambios de base. Matrices 

En lo que sigue el espacio vectorial V es cle dimension finita. 

Segun hemos visto en la seccion anterior, este espacio admite una base, con un numero de vectores 
igual a la dimension del espacio, y podremos expresar los vectores en funcion de esta base. Si tenemos 
otra base, las coordenadas cambiaran. Este es el inconveniente de usar bases en un espacio vectorial, las 
expresiones de los vectores cambian al cambiar la base y hay que prestar mucha atencion a la lrora de 
hablar de coordenadas en vez de vectores. Sin embargo, el uso de bases presenta otras muchas ventajas, 
por lo que trataremos de establecer como cambian las coordenadas al cambiar las bases. 

Sean B = {iq , . . . , u n } y B' = {u\ , . . . , u' n } dos bases del espacio vectorial V. Como todo vector puede 
expresarse como combination lineal de los vectores de una base, este resultado es cierto para los vectores 
de la base B en funcion de los vectores de la base B'\ 


Ml 

= duMi + 021M2 + • • 

• + Oral U n 

M2 

= Oi2M , 1 + a22U 2 + • • 

• + <3n2 U n 

U n 

= GUn^l + °2 n«2 + • 

• ’ “t“ u nn u n 


es decir: 

n 

Ui — 'y ' CLjiUj 
3= 1 

Por lo tanto, si x € V, y su expresion en la base B es: 

n 

X = '^2 XiUi 
i—1 


su expresion en la base B' sera: 


n n 


X = 22 Xl a A U J = a ji x i u j 
*= 1 3 — 1 iJ = 1 


Si alrora pensamos que x tambien puede escribirse en la base B ' : 

n 

X = X i U i 

i = 1 

llegamos a la igualdad: 

n n 

3 = 1 *|J=1 

Pero la expresion en una base es unica, por lo tanto, las coordenadas son iguales y se tiene: 


n 

X ^ — ^^2 Q>ij Xjj t — 1 , . . . Tl 
i=l 

Es decir, conociendo la relacion entre las bases podemos saber como cambian las coordenadas. El 
cambio inverso, es decir pasar de las coordenadas en la base B' a las coordenadas en la base B tambien 
es sencillo de expresar. Basta repetir el razonamiento anterior, cambiando el papel de las bases B y B ' : 


u[ 

= buui + b 2 iU2 + • • 

^nl^n 

/ 

u 2 

= b\2U\ + 622 M 2 + • • 

• + ^n2^n 

U'n 

= binUi + b 2n U2 + • 
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o: 

n 

u'i = b i'"i 
3 = 1 

Repitiendo el proceso llegamos a: 


n 

Xi = Y^bijx'j, i=l,...n 

3 = 1 


Esta claro que los escalares a-i j y bij no pueden ser independientes. La relacion que los liga es: 

n n n 

X i = a ij x j = a 'd' b jk x k 
j—1 i= 1 k = 1 

y como esta relacion se debe cumplir para todo vector del espacio, o si se quiere para valores arbitrarios 
de x\, se tiene: 


n 

'y ] ajjbjk = b ik 
3=1 

donde Sij es un simbolo (delta de Kronecker) que representa un conjunto de valores de la forma siguiente: 


S 




1 si i — j 

0 si i ^ j 


La expresion anterior es un conjunto de ecuaciones (n 2 ) que relacionan los coeficientes aij con los bij. 
Los calculos con estos coeficientes son bastante complicados de escribir. Incluso el calculo de los 
coeficientes a ij en funcion de los bij no parece sencillo, aunque en principio es un problema lineal. Un 
elemento esencial para estas operaciones que facilita enormemente los calculos es la matriz. 


Ejemplo 2.5.1 Consideremos en ffi,2[x] dos bases: 

£={ l,x,x 2 }, B' = { l,x, i( 3 x 2 - 1 )} 


y estudiemos como se transforman las coordenadas de un polinomio p(x) = Ai + A2X+ A3X 2 . Expresado en 
la primera base, las coordenadas son los tres numeros reales: (Ai, A2, A3). Para calcularlas en la segunda 
base, veamos como se escriben los vectores de la primera base en funcion de los de la segunda: 


1 = 
x = 

x 2 = 

luego los escalares son: 

«ii = 

U12 = 0 (Z22 = 1 (132 = 0 

1 n 2 

°13 = 3 a 23 = u (I33 = 3 

y por lo tanto las coordenadas en la segunda base en funcion de las coordenadas en la primera son: 

= Ai + -A 3 
A' = A 2 
A 3 = ^ A3 


1 

x 



1 (Z21 = 0 031 = 0 
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Los coeficientes bij se calculan tambien facilmente: 


1 = 1 


x = x 



bn = 1 621 = 0 631 = 0 

6l2 = 0 622 = 1 &32 = 0 

^13 = \ ^23 = 0 &33 = | 

y el cambio de coordenadas inverso es: 

Ai = A', - - A3 
A 2 = A' 

A 3 = ^3 

No es dificil comprobar que los coeficientes a,^- y bij satisfacen las relaciones estudiadas anteriormente. 
Las dos expresiones del polinomio p( x) en estas dos bases son: 


p(x) = Ai + X 2 X + X 3 X 2 




2 1 

+ X 2 X + g A3 -(3a: 2 


1) 


Aun en un ejemplo tan sencillo, los calculos son tediosos de escribir. El lenguaje de matrices permite 
un mayor aprovechamiento. 


2.5.1 Matrices 

Definicion 2.5.1 Una matriz es una coleccion de objetos dispuestos en forma rectangidar con un cierto 
numero de filas y columnas. 

En lo que sigue, las matrices estaran formadas por escalares, pero se les puede encontrar muchas 
otras aplicaciones. Los elementos de la matriz se designan por dos subindices que indican la posicion que 
ocupan: el primero la fila y el segundo la columna. Asi, el elemento 023 de una matriz esta en la fila 2 y 
columna 3. La matriz A = (a^) es la formada por los elementos aij en las posiciones correspondientes. 


Ejemplo 2.5.2 La siguiente disposition es una matriz 2 x 3, es decir, con dos filas y tres columnas: 


El elemento 22 es: 3* 



— 1 i 
3 i 0 


Teorema 2.5.1 El conjunto de matrices nxm con coeficientes en un cuerpo IK, M nxm (JK) es un espacio 
vectorial sobre IK de dimension nm 

Demostracion. La suma de matrices se define elemento a elemento, es decir la matriz suma tiene 
como elementos la suma de los elementos que ocupan la misma posicion en cada uno de los sumandos. Y el 
producto por escalares consiste en multiplicar cada elemento de la matriz por el escalar. Las propiedades 
de espacio vectorial son claras. 

En cuanto a la dimension, basta encontrar una base con nm elementos. La mas sencilla es: B = { Eij \ 
i = 1 , . . . n, j = 1 . . . , to} donde las matrices Eij tienen un 0 en todas las posiciones, salvo en la fila i 
columna j donde tiene un 1. No es dificil ver que es un sistema l.i. y que es un sistema de generadores. 
QED 

Existen muchas operaciones con matrices que iremos estudiando poco a poco. Por ejemplo, se puede 
definir la transpuesta de una matriz, que permite construir a partir de una matriz de dimension n x to. 
otra de dimension to x n: 
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Definicion 2.5.2 Sea A £ M nxm (JK), con elementos (aij). Se define la matriz transpuesta de A, A 1 , 
como la matriz en M mxn (K) con elementos ( bij ), tal que: 

bij = aji, i = 1, ... to, j = 1, . . . , n 

Es decir, se intercambian las filas por las columnas. 

Las matrices se usan en algebra lineal constantemente, con distinto significado. Hay pues que poner 
cuidado en su interpretation. 

Se puede definir otra operacion entre matrices, el producto. Sin embargo, no siempre es posible 
multiplicar dos matrices. Para ello el niimero de columnas de la primera debe ser igual al de filas de la 
segunda y la matriz resultante tiene tantas filas como filas tenia la primera matriz y tantas columnas 
como columnas tenia la segunda. Se ve que no se trata de una operacion en M nxm ( K), sino: 

'■ M nxm ( IK) x M mX fc(K) > M n xk{ IK) 

El metodo de multiplicacion, que es asociativo y distributive respecto a la suma, consiste en lo 
siguiente. El elemento ij de la matriz producto es la suma de los productos de los elementos de la fila i 
de la primera matriz por los elementos de la columna j de la segunda. En funcion de los elementos de 
las matrices que se multiplican se tiene la formula: 


m 

j= 1 

donde A = (ay), B = (bij), C = AB = (cy) y los indices se mueven en el rango adecuado. 


Ejemplo 2.5.3 Sean las matrices Ay B: 

0 
0 
1 


Obviamente no se puede cambiar el orden de los factores, no porque se obtenga otro resultado, sino 
porque en la mayoria de los casos ni siquiera se podra hacer el producto. 

Pero cuando las matrices tienen igual el niimero de filas y de columnas (en este caso se Hainan 
cuadradas), la operacion anterior es una operacion interna en el espacio vectorial de matrices. Con 
ella, este conjunto se transforma en un anillo respecto de las operaciones suma y producto, un anillo no 
conmutativo con elemento unidad (la matriz identidad, unos en la diagonal, es decir cuando i = j, y 
ceros en las demas posiciones), que sin embargo no es un cuerpo, porque no siempre existe el inverso. 
Esta estructura que mezcla la de espacio vectorial con la de anillo, se llama un algebra, en este caso no 
conmutativa con elemento unidad (respecto a la multiplicacion). Dentro de ella se pueden seleccionar las 
matrices que si poseen inverso, y construir un grupo multiplicative, como hemos hecho con los anillos. 
El calculo del inverso de matrices cuadradas (cuando este existe) no es sencillo. Se dira que una matriz 
es regular cuando tiene inverso. 

Existe otra forma de ver el producto de matrices. Supongamos que A es una matriz con coeficientes en 
IK, de dimension n x m y B otra de dimension m x k, de manera que existe el producto AB. Supongamos 
que escribimos la matriz B como una coleccion de matrices de m filas y una columna (vectores columna) : 


A = 


0-10 
1 + i 2 —i 


B = 


-1 3 i 

2 + 2 i -1 1 

0-10 


Su producto es: 


AB = 


-2-2 i 


1 -1 


0 


3 + 4?' 1 + 4? 1 + ? — i 


B — (Bi,B2, . . . , Bk ) 


Entonces, el producto AB se puede leer como una matriz cuyos vectores columna son la multiplicacion 
de A por los vectores columna de la matriz B: 


AB=(AB 1 ,AB 2 ,...,AB k ) 
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La demostracion es evidente del producto de matrices. Un resultado similar se obtiene con las filas: Si la 
matriz A se escribe como una coleccion de vectores fila (una fila y m columnas): 


A n ) 


A X B 
A 2 B 

A n B / 

2.5.2 Operaciones elementales con matrices 

Aunque su motivation no sea excesivamente clara en este punto, vamos a estudiar una serie de manipu- 
laciones formales con las filas y las columnas de una matriz. 

Una operation elemental de filas en una matriz consiste en una de las tres transformaciones siguientes: 

1. Cambiar entre si dos filas 

2. Multiplicar una fila por un escalar no nulo 

3. Multiplicar una fila por un escalar no nulo y sumarla a otra fila 
De manera similar se definen las operaciones elementales entre columnas. 

Ejemplo 2.5.4 Sea la siguiente matriz con coeficientes enC: 

/ 1 0 -1 2 0 1 \ 

0 2 3 2 0 0 

10 2-111 

\ 1 0 1 000 / 

La siguiente matriz se obtiene de esta mediante una operation elemental: 

/ 1 0 -1 2 0 1 \ 

0 2 3 2 0 0 

10 2-1 1 1 

\ -2 0 -1 1 —1 —1 / 

en la que hemos sumado la tercera fila multiplicada por —1 a la cuarta. La matriz que se obtiene es 
claramente distinta de la primera. No estamos diciendo que las operaciones elementales dejen invariantes 
las matrices. La siguiente matriz tambien se obtiene de la primera, mediante el intercambio de la tercera 
y cuarta columnas: 

/ 1 0 2 — 1 0 1 \ 

0 2 2 3 0 0 

10-1 2 11 
\ 1 0 0 100/ 

El uso de operaciones elementales permite simplificar las matrices llegando a formas mas sencillas. 
Otra cosa es la utilidad, debido a que aun no hemos visto que relation, desde el punto de vista de las 
aplicaciones de las matrices al algebra, existe entre matrices obtenidas mediante operaciones elementales. 


f 

A = 

V 

el producto AB se puede escribir como: 

( 

AB = 

V 
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Teorema 2.5.2 Sea A una matriz en M nxm (JK). La operation elemental que consiste en intercambiar 
la fila i por la fila j permite obtener una matriz igual a FijA, donde F^ es una matriz cuadrada de 
dimension n, que tiene ceros en t.odas las posiciones salvo en las ij y ji y en las kk para todo k ^ i,j 
donde tiene un 1. 

Por ejemplo, para n = 3, m = 8, la matriz _Fi 3 es la siguiente: 

0 0 1 
0 10 
10 0 

Las matrices F. tJ tienen inverso. Concretamente el inverso coincide con ella misma: 

F F - = T 

donde I es la matriz identidad en dimension n. Resultado nada sorprendente si pensamos que si hacemos 
esta operation elemental dos veces, la matriz no cambia. Que se verifica el teorema es facil de ver. Cuando 
multiplicamos la matriz F{j por A tomamos una fila de Fjj y actuamos sobre una columna de A. Si la 
fila es distinta de la i o la j, no se produce ningun cambio, luego se obtiene la misma fila de la matriz A. 
Sin embargo, cuando usamos la fila i, al multiplicar por una columna cualquiera de A no se obtiene el 
elemento i de esa columna sino el j. Es decir la fila i de la matriz A es sustituida por la fila j . 

Ejemplo 2.5.5 La matriz F24 para n — 4 es: 

/ 1 0 0 0 \ 

0 0 0 1 

0 0 10 

\ 0 1 0 0 / 

Su producto por la matriz A del ejemplo anterior es: 

/ 1 0 -1 2 0 1 \ 

-10 1 0 0 0 

10 2-111 
\ 0 2 3 200/ 

Con las columnas ocurre una situation parecida pero alrora las multiplicaciones son por la derecha: 

Teorema 2.5.3 Sea A una matriz en M nxm (SK). La operation elemental que consiste en intercambiar 
la columna i por la columna j nos da una matriz igual a AFij, donde Fij es la matriz descrita en el 
teorema precedente, pero ahora en dimension m. 


Ejemplo 2.5.6 El producto de la matriz A del ejemplo anterior por la matriz F 24 en dimension 6: 

/ 100000 \ 

0 0 0 1 0 0 

001000 
24 ~~ 0 1 0 0 0 0 

0 0 0 0 1 0 



V 

0 

0 0 

0 

0 

1 J 

/ 

1 

2 

-1 

0 

0 

1 \ 


-1 

0 

1 

0 

0 

0 


1 

-1 

2 

0 

1 

1 


0 

2 

3 

2 

0 

0 / 


donde las columnas segunda y cuarta. 
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La segunda operation elemental es multiplicar una fila (o columna) por un escalar no nulo. Se tiene 
el teorema siguiente: 

Teorema 2.5.4 Sea A una matriz en M nxm ( IK). La operacion elemental que consiste en multiplicar la 
fila (o columna) i por un escalar A ^ 0 nos da una matriz igual a Ki(X)A (o AKfiX) para columnas), 
donde KfiX) es la matriz de dimension n (o m para columnas) que tiene ceros en todas las posiciones 
salvo en la diagonal, donde tiene 1 excepto en la posicion ii que tiene X. 

La demostracion es evidente de las reglas del producto de matrices. Estas matrices KfiX) tienen inverso, 
que es la matriz Kfi A -1 ). 

Finalmente la tercera operacion se describe de manera similar. 

Teorema 2.5.5 Sea A una matriz en M nxm ( IK). La operacion elemental que consiste en multiplicar la 
fila i por un escalar X y sumarla a la fila j, nos proporciona una matriz igual a Lij(X)A, donde Lifi A) es 
la matriz de dimension n que tiene ceros en todas las posiciones y unos en la diagonal con la excepcion 
siguiente: en la posicion ji aparece X 

Un resultado similar se obtiene para columnas. La matriz a emplear es alrora la transpuesta de Ljj( A) y 
suma a la columna j la i multiplicada por A. 

La demostracion es tambien evidente de las reglas del producto. Pero podemos interpretarla de la 
forma siguiente. La matriz A se considera como una matriz de bias: 



El producto es alrora: 



En cuanto a las operaciones con columnas, se considera la matriz A como una matriz de columnas 
A={A 1 ,..., A m ) y se tiene: 

AL\j (A) = (Ai , . . . , Ai, . . . , Aj, . . . A m )Ljj( A) = {A\, . . . , At, . . . , X Ai + Aj, . . . A m ) 

No es dificil probar que estas matrices tienen tambien inverso (aunque A sea cero). Concretamente: 

L i j(X)L ij (-X) = I 

Como hemos diclro, el uso de operaciones elementales sobre una matriz permite simplificar la forma 
de esta. Se tiene el siguiente resultado. 

Definicion 2.5.3 Una matriz escalon reducida por filas es una matriz en la que en cada fila, el primer 
elemento no nulo esta en una columna situada a la derecha de la columna de la fila anterior en la que 
esta el primer elemento no nulo de esa fila 

Teorema 2.5.6 Sea A una matriz rectangular m x n sobre un cuerpo IK. Esta matriz se puede reducir 
mediante operaciones elementales con filas y columnas a una matriz escalon. 
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Demostracion. Consiste simplemente en la description de un algoritmo que permite llegar a ese 
resultado en un numero finito de pasos (cosa natural dado el caracter finito de la matriz). 

Mediante operaciones elementales del tipo cambios de filas, podemos conseguir que el primer elemento 
no nulo de la primera fila este en la primera columna no nula de la matriz. Es decir las columnas anteriores 
son todas cero. Usando ese primer elemento no nulo en la primera fila, podemos lracer nulos los elementos 
situados debajo de el, utilizando la operation elemental de multiplicar una fila por un escalar y sumar a 
otra. Una vez conseguido esto, colocamos en la segunda fila aquella (descontando la primera) que tiene 
el primer elemento no nulo en la columna con el menor l'ndice posible. Mediante operaciones elementales 
podemos conseguir que todos los elementos por debajo de este sean nulos. Etc. QED 


Ejemplo 2.5.7 

/ 1 0 -1 2 0 1 \ 

0 2 3 2 0 0 

10 2-111 

\ 1 0 1 000 / 

Vamos a reducirla a la forma escalon. La primera fila tiene un elemento no nulo en la primera columna. 
Utilizamos este para hacer cero el resto de elementos de la primera columna. Multiplicando por — 1 y 
sumando a la tercera, y multiplicando por 1 y sumando a la cuarta, obtenemos: 


/ 1 

0 

-1 

2 

0 

1 \ 

0 

2 

3 

2 

0 

0 

0 

0 

3 

-3 

1 

0 

V o 

0 

0 

2 

0 

1 / 


La segunda fila sirve a nuestros propositos. Y la tercera tambien. Con lo que la matriz ya esta en forma 
escalon. Utilizando otras operaciones elementales, podriamos conseguir que los primeros elementos no 
nulos de cada fila fueran iguales a 1. Multiplicando la segunda y cuarta fila por 1/2 y la tercera por 1/3, 
tenemos: 


/ 1 

0 

-1 

2 

0 

1 \ 

0 

1 

3/2 

1 

0 

0 

0 

0 

1 - 

1 1/3 

0 

\0 

0 

0 

1 

0 

1/2 ] 


Aiin podemos obtener una forma mas simplificada. Usamos operaciones elementales para eliminar los 
elementos de las columnas que no son cero ni son el primero de la fila no nulo. Este paso no siempre se 
puede hacer, debido a que los primeros elementos no nulos de cada fila no estan escalonados como aquf, 
de uno en uno. Multiplicando la tercera fila por 1 y sumando a la primera, la cuarta por —1 y sumando 
a la primera, la tercera por —3/2 y sumando a la segunda, la cuarta por —5/2 y sumando a la segunda 
y la cuarta por 1 y sumando a la tercera se llega a: 


( 1 

0 

0 

0 

1/3 

1/2 

0 

1 

0 

0 

-1/2 

-5/4 

0 

0 

1 

0 

1/3 

1/2 

V o 

0 

0 

1 

0 

1/2 


No se pueden hacer mas ceros mediante operaciones elementales de filas. Notese que las operaciones 
elementales de filas no tienen porque conmutar. Si uno recuerda que en definitiva no son mas que 
productos por la izquierda de las matrices explicadas antes, es claro que en general estas no conmutan. 
La matriz final se obtiene de la initial mediante un producto por una matriz que es el producto de las 
correspondientes a las operaciones elementales heclras. Recordando todos los pasos, se tiene: 




2.5. CAMBIOS DE BASE. MATRICES 


41 



Observese que el orden de multiplication es el inverso (claro esta) del orden en el que se han hecho 
las operaciones elementales. El producto es: 


/ 1/6 

0 

1/3 

-1/2 \ 

-3/4 

1/2 

-1/2 

-5/4 

1/6 

0 

1/3 

1/2 

V 1/2 

0 

0 

1/2 y 


Esta es una matriz cuadrada con inverso, que corresponde a una sucesion de operaciones elementales. Su 
obtencion es ciertamente laboriosa. Pero existe una forma mucho mas sencilla de obtenerla. Supongamos 
que sometemos a la matriz identidad a las mismas operaciones elementales que a A. A1 final obtenemos 
las matrices anteriores multiplicando a la matriz identidad: PI = P. Por tanto la matriz P se obtiene 
facilmente de esta forma. Cada vez que hacemos una operation elemental en la matriz A, hacemos la 
misma en la matriz I. 

Como hemos visto, no es posible simplificar mas la matriz haciendo operaciones con filas. Sin embargo, 
operando con las columnas podemos simplificar aun mas. Consideremos la matriz: 


/ 1 

0 

0 

0 

1/3 

1/2 \ 

0 

1 

0 

0 

-1/2 

-5/4 

0 

0 

1 

0 

1/3 

1/2 

V o 

0 

0 

1 

0 

1/2 / 


La primera columna por —1/3 sumada a la quinta, y por —1/2 sumada a la sexta da: 

/ 1 0 0 0 0 0 \ 

0 10 0 -1/2 -5/4 

0 0 10 1/3 1/2 

\ 0 0 0 1 0 1/2 / 


La segunda columna por 1 /2 sumada a la quinta, y por 5 /4 sumada a la sexta da: 

/ 1 0 0 0 0 0 \ 

0 1 0 0 0 0 

00101/3 1/2 

\ 0 0 0 1 0 1/2 / 

La tercera columna por —1/3 sumada a la quinta, y por —1/2 sumada a la sexta da: 

/ 1 0 0 0 0 0 \ 

0 1 0 0 0 0 

0 0 1 0 0 0 

\ 0 0 0 1 0 1/2 / 

Finalmente, la cuarta columna por —1/2 sumada a la sexta da: 

/ 100000 \ 

0 1 0 0 0 0 

0 0 1 0 0 0 

yoooioo/ 
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Ahora tenemos una matriz que multiplica a A por la derecha: 


/ 

1 

0 

0 

0 

-1/3 

-1/2 

\ 


0 

1 

0 

0 

1/2 

5/4 



0 

0 

1 

0 

-1/3 

-1/2 



0 

0 

0 

1 

0 

-1/6 



0 

0 

0 

0 

1 

0 


V 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

/ 


que es el producto de las operaciones elementales que hemos hecho (ahora en el mismo orden en que las 
hacemos). Entonces, decimos que hemos obtenido ( PAQ ) la forma mas sencilla posible desde el punto 
de vista de transformaciones elementales. 

Calculo de la inversa de una matriz. 

Sea A una matriz cuadrada, de la que suponemos tiene inversa. Haciendo operaciones elementales con 
filas podemos llegar a la forma mas sencilla posible segiin lo dicho anteriormente. Es decir: PA es una 
matriz reducida, concretamente la matriz identidad (si no es asf, A no puede tener inversa, discutiremos 
esto mas adelante). Pero, la matriz P es entonces A -1 , la matriz inversa de A, y se obtiene aplicando a 
la matriz A las mismas operaciones elementales que nos permitieron pasar de A a la identidad. Luego 
PI = P es la matriz inversa de A. 


Ejemplo 2.5.8 Sea: 

/ 2 -1 1 
A = I 0 10 

\ -4 0 1 

que suponemos tiene inversa. Calculandola mediante operaciones elementales: 


A = 


luego la matriz inversa es: 


/ 

2 

-1 

1 

1 

O 

O 


0 

1 

0 

0 

1 ° 

V 

-4 

0 

1 

0 

0 1 ) 

' 2 

-1 

1 

1 

0 

0 \ 

0 

1 

0 

0 

1 

0 

0 

1 

to 

3 

2 

0 

1 / 

' 2 

-1 

1 

1 

0 

0 \ 

0 

1 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

3 

2 

2 

1 / 




1/6 1/6 
0 1 
2/3 2/3 


1/6 1/6 -1/6 
0 1 0 
2/3 2/3 1/3 



como se puede comprobar facilmente. 
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2.5.3 La matriz del cambio de base 

Veamos una primera aplicacion de matrices a la teoria de espacios vectoriales. Como hemos visto, cuando 
tenemos dos bases en un espacio vectorial (de dimension finita), podemos hallar las coordenadas de un 
vector en una base cuando conocemos las coordenadas en la otra. Si la relacion entre los vectores de las 
bases B = {u, } y B' = {u'} es: 


podemos definir una matriz: 


U{ ^ ) CLj i Uj , 
3 = 1 


P — (dij) 


(2.1) 


cuyos elementos sean las coordenadas de los vectores de la primera base en funcion de los de la segunda, 
cuidando el orden de filas y columnas. Sea X £ IK" el vector (columna) de coordenadas correspondiente 
a x £ V en la base B y X' £ IK" el correspondiente en la base B' . Es decir, en la notation utilizada 
anteriormente: 



( Xi ^ 


( X>1 \ 


X2 


x' 2 

X = 


, x' = 



\ x n ) 


\ X 'n / 


donde: 


£■ 

i=l 


X = 2_^ XiUi 


X = £ x'iU'i 

i = 1 


Teniendo en cuenta las ecuaciones que estudiamos para el cambio de coordenadas: 


c * = £ ( 




i = 1, . . . n 


vemos que se pueden escribir, utilizando matrices, como: 


X' = PX 


El cambio inverso es: 

n 

Xi = Ysbiox'j, i = -n 
i=l 

luego, si P' = ( bij ), se tiene: 

X = P'X' 

Como sabemos, los escalares a,;j y bij no son independientes, sino que verifican: 

n 

^ ' Clijbjk = Sik 
3=1 

Pero esto no es mas que la igualdad del producto de matrices P y P 1 con la matriz identidad: 

PP’ = I 

es decir, la matriz de cambio de base es una matriz que posee inverso y este inverso es justamente la 
matriz de cambio de base en sentido contrario. Veamos un ejemplo de lo diclro. 

Ejemplo 2.5.9 Se define la traza de una matriz cuadrada como la suma de los elementos de la diagonal. 
El conjunto de matrices 2x2 con coeficientes en C de traza nula es un espacio vectorial complejo. La 
suma de matrices de traza nula es una matriz de traza nula y el producto de escalares por matrices de 
traza nula es tambien una matriz de traza nula. La dimension de este espacio es tres (la dimension del 
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espacio total es 4 como ya sabemos, y la condition de traza nula selecciona un subespacio con dimension 
3, como detallaremos en la proxima section). Una base es: 


h = 


1 

0 



0 1 
0 0 


/ = 


0 0 
1 0 


Cualquier matriz de traza nula es combination lineal de estas tres matrices: 


A = 


a 1 3 

7 —a 


= ah + j 3 e + 7/ 


Seleccionemos otra base en este espacio, que tendra tambien tres elementos. 


(7i = 


0 1 
1 0 


^2 = 


0 -i 

1 0 


^3 = 


1 0 
0 -1 


y calculemos la matriz de cambio de base, que sera claramente una matriz 3x3. Para ello expresemos 
los elementos de la base {h, e, /} en funcion de los elementos de la base {07, 02, 03}: 

h = cr 3 , e = ^(07 + ia- 2 ), f = ^(07 - ia 2 ) 
por lo que la matriz de cambio de base es: 

/ 0 1/2 1/2 \ 

0 i /2 -i /2 

\ 1 0 0 / 


y por tanto, si A es cualquier matriz de traza nula, con coordenadas en la base {h,e, /}, dadas por 
x±,X2,x 3 , y coordenadas en la base {07, cr2, CT3}, j/1,2/2,2/3, se tiene: 

( Vi \ / 0 1/2 1/2 \ f xi \ 

J/2 = 0 i /2 -i /2 ^2 

V 2/3 / V 1 0 0 ) \ x 3 j 

es decir: 

Vi 

2/2 
2/3 

Es sencillo comprobar que el resultado es correcto: 

-Z) = 1 2 {X2 + X3) {l J )+^-* 3) ( ' 



= -(2:2 + ^3) 

= ^(^2-2:3) 

= xi 


2.6 Ecuaciones de subespacios 

Como dijimos anteriormente, el rango de una familia de vectores en un espacio vectorial es el numero 
maximo de vectores l.i. que se pueden encontrar en esa familia. Cuando el espacio es de dimension finita, 
el rango es un numero finito, porque, como hemos visto, no hay conjuntos de vectores l.i. con mas de n 
elementos, clonde n es la dimension del espacio. Ampliamos este concepto a matrices. 


Definicion 2.6.1 Sea A una matriz con coeficientes en IK con n filas y m columnas. Se define el rango 
de A como el rango de sus vectores jila (considerados como vectores del espacio IK n /. 
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Ejemplo 2.6.1 El rango de la matriz: 



es igual a 2, pues es facil ver que solo hay dos vectores fila l.i. (la tercera fila es igual a dos veces la 
segunda menos la primera). 

El rango por filas de una matriz es muy facil de calcular si esta en la forma escalon. En efecto, dada la 
forma que alii tienen los vectores fila, basta restar del numero total de filas, las filas formadas por ceros. 
Notese que desde este punto de vista, lo que estamos haciendo al reducir una matriz a su forma reducida 
es establecer combinaciones lineales de vectores (que generan la misma envolvente lineal que los vectores 
originales, debido a las exigencias que se Iran hecho sobre las operaciones elementales), y por tanto, una 
vez llegados a la forma final, basta excluir los vectores que son cero. 

No parece que las filas hayan de jugar un papel mas importante que las columnas. Podriamos haber 
definido el rango de una matriz como el rango del sistema de vectores formado por sus vectores columnas. 
Pero ocurre que ambos rangos son iguales. 

Teorema 2.6.1 El rango del sistema de vectores fila de una matriz y el rango del sistema de sus vectores 
columna son iguales, y es el rango de la matriz por definicion. 

Demostracion. Sea A una matriz n x m sobre un cuerpo IK y supongamos que rjyr c son sus rangos 
por filas y columnas respectivamente. Por la definicion de rango por filas, existen r/ filas l.i. que podemos 
suponer que son las ry primeras. Las demas filas clependen linealmente de estas primeras: 

r; 

Fk = ^2\kiFi, fc = r/ + l,...,ra 
2 — 1 

siendo F t los vectores fila de la matriz A. En componentes: 

r f 

a kj = ^2, k = r f + l,...,n, j = l,...m 

i=l 

Por lo tanto, las columnas j = se puedes poner como: akj arbitrarios cuando k = 1 y 

dkj = Y2=i ^ ki a ij cuando k = rf + 1, . . . , n. Definiendo una coleccion de vectores en lK m : 

(1,0, . . . ,0, . . . , A n q) , (0, . . . , 0, 1, A r ^_|_;q r , . . . , A n>r ) 

vemos que la columna j es combinacion lineal de ellos (con coeficientes: a±j, . . . ,a r j). Por lo tanto 
el numero de columnas l.i. es menor o igual que rf. Empezando de manera similar por las columnas 
obtendrfamos: r c < r/. Asf, el rango por filas es igual al rango por columnas. Obtendremos este resultado 
mas tarde al estudiar la relacion entre determinantes y rangos. QED 

El rango de una matriz puede cambiar al multiplicarlo por otra. Se tiene el siguiente resultado. 

Teorema 2.6.2 Sean A £ M nXTO (K) y B £ M mX fc( IK) dos matrices. Se tienen las desigualdades: 

r{AB) < r(A ), r{AB) < r{B) 

Demostracion. No es nada sorprendente que asf sea. Como ya hemos visto, multiplicar una matriz 
(como A) por la dereclra por otra matriz, no es mas que construir otra matriz cuyos vectores columna 
son combinaciones lineales de los vectores columna de la inicial. Con estas operaciones uno no puede 
conseguir mas vectores l.i. de los que lrabfa. Como mucho tendra los mismos, luego el rango no puede 
aumentar. El mismo razonamiento se aplica a los vectores fila cuando multiplicamos por la izquierda. 
QED 

Pero si una de las dos matrices tiene inverso (por supuesto es cuadrada), entonces el rango de la otra 
no varfa: 
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Teorema 2.6.3 Sea A £ M nxm ( IK) y un matriz regular B £ M mxm (JK) . Entonces: 

r(AB) = r(A) 

Si consideramos C £ M nxn (JK) regular, se tiene tambien: 

r(CA) = r(A) 

Demostracion. La razon es evidente del teorema anterior. A1 multiplicar por una matriz cuadrada lo 
que estamos lraciendo, desde otro punto de vista, es un cambio de base. La dimension de la envolvente 
lineal no varia, es decir, el rango permanece constante. QED 

Los subespacios de un espacio vectorial (de dimension finita), se pueden definir de varias maneras, 
como ya lremos adelantado en otro punto. La forma implicita consiste en escribir los vectores en una base 
(del espacio total), y someter a las coordenadas a unas ecuaciones lineales lromogeneas, es decir igualadas 
a cero. 

Teorema 2.6.4 Consideremos el espacio vectorial de dimension n, IK". Los vectores x = (aq, X 2 , • • ■ , x n ) 
de este espacio que satisfacen las m ecuaciones: 


a\\X\ A 012^2 + •••+ ai n X n = 0 
a2lX\ A 022X2 A ■ ■ ■ A 02nX n = 0 


OmiXi A a m 2 X 2 A * * * ~t~ a mrl x n — 0 

f orman un subespacio vectorial de IK". 

La demostracion es inmediata debido a la linealidad de las ecuaciones. 

El sistema anterior se puede escribir como una ecuacion con matrices. Sean las matrices: 


/ an 

ai2 

' ^1 n ' 


Xl \ 

«21 

022 

’ &2n 


X2 




, x = 


\ ®ml 

Om2 

& mn ) 


\x n ) 


La ecuacion se puede escribir como: 

AX = 0 


y de aqui es inmediato probar que el conjunto de soluciones es un espacio vectorial, subespacio de IK". 
La dimension de este subespacio es facil de establecer. La matriz A se puede transformar en una matriz 
escalon reducida por filas mediante operaciones elementales. Como estas son equivalentes a multiplicar 
la matriz por la izquierda por matrices regulares, el sistema de ecuaciones tiene las mismas soluciones: 

PAX = 0^41 = 0 

De esta forma, el numero de ecuaciones que nos queda es justamente el rango de la matriz A. 

Teorema 2.6.5 La dimension del subespacio definido por la ecuacion AX = 0 es igual a la dimension 
del espacio (X £ IK"^ menos el rango de la matriz A £ M mxn (JK) . 

Para un espacio vectorial arbitrario (no necesariamente IK"), la situation es la misma. Basta elegir 
una base y emplear coordenadas para encontrarnos en una situation igual a la descrita anteriormente. 
Volveremos a estudiar estos aspectos con mas detalle cuando definamos las aplicaciones lineales. 

La otra forma de definir un subespacio es como la envolvente de una familia de vectores. En este caso 
la dimension es clara, es justamente el rango de esa familia de vectores, es decir el numero maximo de 
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vectores l.i. que podemos encontrar en esa familia. Cualquier vector del subespacio viene dado como una 
combination lineal de los vectores de la familia que genera el subespacio: 

k 

x € V x = A iVi 

i=l 


donde S = {rq, . . . , iq-} es la familia generadora de W. Tengase en cuenta que el vector x no determina 
univocamente los coeficientes A,;. Pero de entre los vectores de S podemos seleccionar un conjunto 
maximal de vectores l.i. Este conjunto, como ya hemos diclro muclras veces, genera W. Y no solo eso, es 
una base de W. De modo que en funcion de estos vectores las coordenadas si son linicas. 

Una manera practica de calcular esta base es la siguiente. Supongamos que tenemos una base en el 
espacio vectorial V de partida, B = {iq, . . . ,u n } y que los vectores vt que generan el subespacio tienen 
en esta base unas coordenadas: 


Vi 

= bnui + 621U2 + • 1 

' * H - b n \u n 

V2 

= bi2Ui + b22'U2 + ' • 

' ' H - b n 2 u n 

Vk 

= bi k ui + b 2 kU 2 + ■ 

’ * H - bnkUn 


Cualquier vector del subespacio es: 


x G W =r* x — ^ ^ X iVi — ^ ^ ^ ^ bjiXi 


i= 1 


3 = 1 M= 1 


es decir, si x — Y^i=\ x i u ii se tiene: 

k 

Xj = ' bjiXi 

i = 1 

que es la expresion que deben tener las coordenadas de x para que este vector este en W y en la que 
A i toman valores arbitrarios en IK. Estas expresiones son las ecuaciones parametricas de W . En forma 
matricial, la ecuacion es: 

X = BA 

donde las matrices X,B, A son respectivamente: 



^ 11 


( bll b\2 ■ ■ ■ bln ^ 


( Ai \ 


X2 


621 ^22 • • • b2n 


a 2 

X = 


, B = 


, A = 



\ x n / 


\ bml b m 2 • • • bmn ) 


V A k ) 


Estas ecuaciones tienen cierto parecido con las que dimos anteriormente en forma implfcita (de lreclro para 
IK", pero validas en cualquier espacio de dimension n una vez que definamos una base). ^Como pasamos 
de unas a otras? El proceso se conoce como eliminacion de parametros yendo hacia la primera ecuacion 
(X = BA AX = 0) o resolution del sistema yendo de la segunda la primera (AX = 0 => X ~ BA). 
Ambos procesos son ya conocidos y no insistiremos en ellos. La segunda ecuacion tiene parametros 
redundantes en general, debido a que los vectores que generan el subespacio no tiene porque ser l.i. Y 
la primera puede tener ecuaciones redundantes como hemos diclro ya. En ambos casos la dimension del 
subespacio es: 

1. De AX = 0 se deduce dim W = n — r(A). 

2. De X — BA se deduce dimbE = r(B) 

Ya veremos en otra ocasion nuevas interpretaciones de estos resultados en relation con las aplicaciones 
line ales. 
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Tema 3 


Aplicaciones lineales 


Aplicaciones lineales. Nucleo e Imagen. Representation matricial. Cambios de base. 
Espacios de aplicaciones lineales. Rango. Sistemas de ecuaciones lineales. Determi- 
nantes. 


A lo largo de este capitulo V. W , . . ., etc., denotaran espacios vectoriales sobre el cuerpo IK (de carac- 
teristica diferente a 2, p.e., IR, C). 


3.1 Generalidades sobre aplicaciones lineales 

Las aplicaciones mas notables entre espacios vectoriales son aquellas que preservan sus estructuras. Tales 
aplicaciones se denominan lineales y sirven a una gran variedad de propositos. En este capitulo vamos a 
estudiar algunas de sus propiedades y aplicaciones. 

3.1.1 De *Ji iciones 

Definition 3.1.1 Una aplicacion f:V —* W entre dos espacios vectoriales se dira que es lineal si, 
i- f(x + y) = /(x) + f(y), Vx, y G V, 
ii. /(Ax) = A fix), VA G IK. 

En otras palabras / es un homomorfismo de grupos abelianos (V, +), (W, +) y conmuta con el producto 
por escalares. 

Si / es inyectiva diremos que es un monomorfismo de espacios vectoriales, si es suprayectiva, diremos 
que es un epimorfismo y si es biyectiva diremos que / es un isomorfismo de espacios vectoriales. 

Si /i , . . . , f r son aplicaciones lineales de V en IE y Ai , . . . , A r son escalares, definimos la combination 
lineal Ai/i + • • • + A r / r como una aplicacion de V en W dada por 

(Ai/i + • • • + A rf r ){x) = Ai/i(x) + • • • + A r / r (x),Vx G V. 

Proposicion 3.1.1 La combinacion lineal de aplicaciones lineales es una aplicacion lineal. Lo mismo 
ocurre con la composicion de aplicaciones lineales. 

Demostracion. Efectivamente, si /, g son aplicaciones lineales de V en W y A, p dos elementos del 
cuerpo IK, hemos definido (A f+pg)(x) = Xf(x)+pg(x), Vx G V. Entonces, (A f+pg)(x+y) = A f(x+y) + 
lig(x+y) = A (f(x) + f(y)) + fj,(g(x)+g(y)) = \f{x)+ ng{x) + \f{y)+ pg{y) = (\f+ ng)(x)+(\f+ ng)(y). 

Analogamente, si /: V —> W, g: W — ► U, son dos aplicaciones lineales, la composicion g o f: V — > U 
es lineal, g o /(x + y) = g(f(x + y)) = g(f(x) + f{y)) = g(f(x)) + g{f{y)) = g o /(x) + go f{y), y de la 
misma forma con el producto por escalares. QED 
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Nota. En la clase Vk de todos los espacios vectoriales de dimension finita sobre el cuerpo IK, 
se puede establecer una relacion de equivalencia como sigue: V « W si y solo si existe un 
isomorfismo f:V—>W de espacios vectoriales. Es un ejcrcicio sencillo comprobar que diclia 
relacion es de equivalencia. 

Desde este punto de vista dos espacios vectoriales isomorfos se pueden considerar identicos 
y el problema de la clasificacion de espacios vectoriales consiste en describir el conjunto de 
clases de equivalencia Vk/ Como veremos inmediatamente tal conjunto es IN U 0. 

Dentro de la clase de equivalencia [V] de un espacio vectorial dado V , se hallan todos aquellos 
isomorfos a el. Desde un punto de vista abstracto, las realizaciones concretas de un espacio 
vectorial son irrelevantes pero no asi desde un punto de vista practico. 

3.1.2 Algunos ejemplos 

Ejemplo 3.1.1 Sea V = IK, y A G IK entonces f\(x) = Ax, es una aplicacion lineal. 

Ejercicio 3.1.1 Probar que toda aplicacion lineal de IK en si mismo es de la forma descrita en el ejemplo 
anterior 3.1.1. 

Ejemplo 3.1.2 Sea V = C. Si consideramos C como un espacio vectorial sobre el cuerpo de los numeros 
reales IR, la aplicacion f(z) = z es lineal, pero no si consideramos C como un espacio vectorial sobre C. 

Ejemplo 3.1.3 Sea V = IR 2 . f{x,y) = (xcosa — y sen a, x sen a + y cosa), a £ IR. / denota una 
rotation de angulo a (/ = e la en notation compleja). 

Ejemplo 3.1.4 Consideremos ahora V = IK[x], f(P) = P', VP £ IK[x]. Denotaremos la aplicacion 
lineal anterior (“tomar la derivada”) por el simbolo D (o tambien d x ), entonces D 2 , D 3 ,..., etc. son 
aplicaciones lineales debido a la proposition 3.1.1 asi como cualquier combination lineal de ellas, por 
tanto 

L = D n + AiP"" 1 + A 2 D n ~ 2 + ■ ■ ■ + A„_i D + X n , 
es una aplicacion lineal. Un tal objeto se denomina un operador diferencial lineal en K[x]. 

Ejemplo 3.1.5 Consideremos de nuevo V = IK[x], y la aplicacion /:IK[x] — > K[x], f(P) = f P(x)dx 
donde el simbolo f ■ dx denota la primitiva con termino constante 0. La aplicacion lineal f P{x)dx 
tambien se denota por D~ 1 , esto es, D~ 1 P = f P(x)dx. Cualquier potencia de esta aplicacion lineal 
tambien es lineal D~ 2 , D~ 3 , etc. Una combination lineal de los operadores D k , k £ 7L. se denominara 
un operador pseudodiferencial en IK[x]. 

Ejemplo 3.1.6 Sea V = M n ( IK). En el espacio vectorial de las matrices cuadradas la aplicacion 
/: M n (JK) — > M n ( K), f(A) = A 4 es lineal. Si B £ M n (JK), f(A) = BA es lineal. 

La siguiente proposicion proporciona un metodo sistematico y eficaz para la construction de aplica- 
ciones lineales “a la carta”. 

Proposicion 3.1.2 Construction de aplicaciones lineales. Sea V un espacio vectorial y B = {ei, . . . , e n j 
una base de V. Sea W un espacio vectorial. Asociamos a cada elemento e» de B un vector arbitrario 
Ui £ W . Definimos entonces f:V—*W como sigue: Si x = Y^i=i f(v) = J^" =1 x z Ui. Entonces la 
aplicacion f es lineal. 

Demostracion. Es inmediato comprobar que / es lineal. En efecto, si x = JV x*e,, y = 

entonces x + y = J2i( xt + V l ) e i Y P or tanto fi x + v) = J2ii xl + V l ) u i = J2i x%u i + = f( x ) + f(v)- 

Analogamente para /(Ax). QED 
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3.1.3 Algunas propiedades de las aplicaciones lineales 

Definicion 3.1.2 Llamaremos nucleo de la aplicacion lineal f:V —>W al subconjunto ker / = {u € V \ 
f(v) = 0} = /“ 1 ( 0). La imagen de f se denotara por im / o bien f(V). 

Proposicion 3.1.3 ker / e im / son subespacios vectoriales. 

Ejercicio 3.1.2 Probar la proposicion anterior 3.1.3. 

Ejercicio 3.1.3 Probar que / 2 = 0 si y solo si im/ C ker/. 


Proposicion 3.1.4 Una aplicacion lineal f:V es un monomorfismo si y solo si ker / = 0; / es un 

epimorfismo si y solo si f(V) = W 

Ejercicio 3.1.4 Probar la proposicion anterior 3.1.4. 


Ejemplo 3.1.7 V = K[x], D: K[x] — > K[x]. im D = K[x], y kerU 


polinomios de grado cero. 


Ejemplo 3.1.8 V = M n ( K), f(A) = 
{( C+ c d d ) |c,dec},im/={( 


[A, B] = AB - BA. IK = C, n = 2, B = 

l b 2 :)i«^4 


1 0 
1 -1 


; ker / = 


Ejemplo 3.1.9 Sea V el espacio vectorial V = {0}. Hay una unica aplicacion /: {0} — > W, y es 
/( 0) = 0 w- Esta aplicacion se denotara habitualmente por 0 — > W. Hay tambien una unica aplicacion 
f:W — > {0}, es la aplicacion trivial f(u ) = 0, Vu G W. Tal aplicacion se denota habitualmente W — > 0. 


Proposicion 3.1.5 1. Si W C V es un subespacio de V y f:V —> U es lineal, entonces f(W) es un 
subespacio de U . 

2. Si S es un subconjunto no vacio de V, lin(/(S')) = /(linS 1 ). 


Ejercicio 3.1.5 Probar la proposicion anterior 3.1.5. 


Proposicion 3.1.6 1. Si f:V — > U es un monomorfismo y S es un sistema linealmente independiente, 
entonces f{S) es linealmente independiente. 

2. Si S es un sistema generador de V y f es suprayectiva, entonces f(S) es un sistema generador de 
U. 


Ejercicio 3.1.6 Probar la proposicion anterior 3.1.6. 

Proposicion 3.1.7 Si f:U — > V es un isomorfismo y B es una base de V, entonces f(B) es una base 
de U. 

Demostracion. Si / es un isomorfismo, entonces es un monomorfismo. Si B es una base cualquiera 
de V, entonces por la proposicion 3.1.6 f(B) es l.i. Por otro lado, / es tambien un epimorfismo, y por la 
proposicion 3.1.6 f(B) es un sistema generador. Por lo tanto f(B) es una base. QED 

Podemos concluir esta cadena de razonamientos con el siguiente teorema. 

Teorema 3.1.1 Una aplicacion lineal f:V^>U es un isomorfismo si y solo si para alguna base B de V , 
f(B) es una base de U . 
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Demostracion. El “solo si” es el enunciado de la proposition 3.1.7. El “si” se prueba facilmente 
como sigue. Sea B = {ei, . . . , e„j una base de V tal que f(B) es una base de U. 

Supongamos que x G ker /. Entonces f{x) = 0, pero x = 'f2x l ei, y por tanto f(x) = J2 xl f( e i) = 0- 
Como los elementos de f(B) son l.i., entonces i' = 0,i = l,...,ny por tanto x = 0. Como ker / = 0, / 
es un monomorfismo. 

Sea y € U. Como f(B) es un sistema generador de U, existen y\ i — 1, . . . , n tales que y = V 1 /(ti)> 
por lo tanto y = y y G im /, por tanto / es suprayectiva y por tanto es un epimorfismo. QED 

Del resultado anterior se desprende la siguiente caracterizacion de espacios vectoriales isomorfos. 

Corolario 3.1.1 Dos espacios vectoriales de dimension finita U yV son isomorfos si y solo si dimV = 
dim U . 

3.2 Teoremas de isomorfia de espacios vectoriales 

3.2.1 Primer teorema de isomorfia de espacios vectoriales 

Teorema 3.2.1 Sea f:V—rW una aplicacion lineal, entonces: 

i. Existe un isomorfismo /: V/ker/ — * f(V), 

ii. existe un monomorfismo i: f(V) — * W, 

Hi. existe un epimorfismo n: V — * V/kcr /, 
tales que, f = i o / o n. 


V — ► W 

7T i 

V / ker / » im / 

f 

Demostracion. El monomorfismo i es la inclusion canonica, i(w) = w, Vu> f(V). 

El epimorfismo tt es la proyeccion canonica, tt(v) = v + ker /, \/v £ V. 

El isomorfismo / se define como sigue: 

f(v + ker /) = f(v), \/v G V. 

Debemos comprobar en primer lugar que / esta bien definida. En efecto, si w + ker / = v' + ker /, entonces 
v — v' G ker/. Por lo tanto f(v) = y f(v + ker/) = f(v' + ker/). 

Debemos probar ademas que / es lineal, suprayectiva e inyectiva. La prueba de la linealidad de / es 
rutinaria y la suprayectividad es evidente. 

Calculemos por ejemplo, ker/. Si v + ker / G ker/, entonces f(v) = 0, y por lo tanto v G ker/, y 
v + ker / = ker / que es el cero del espacio cociente. 

Finalmente calculemos i o f o tt(v) = !o/(d + ker /) = i(f(v)) = f(v). QED 

Corolario 3.2.1 dim V = dimker / + dim f(V). 

Demostracion. Efectivamente, como / es un isomorfismo, tenemos que dim V/kcr / = dim/(V), 
pero dim V/ ker / = dim V — dim ker /. QED 

La composition de dos aplicaciones /: U — > V , g: V — > W se dira exacta si ker g = im /. Se tienen las 
siguientes propiedades elementales: 

Ejercicio 3.2.1 Probar las siguientes afirmaciones. 

f 

1. 0 —>[/—» V es exacta / es un monomorfismo. 

2. U V — > 0 es exacta / es un epimorfismo. 

3. 0->[/-4F->fV->0es exacta <=> V/U = W. 
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3.2.2 Otros teoremas de isomorfia 

Ademas del teorema de isomorfia anterior existen otros teoremas que permiten identificar espacios vec- 
toriales construidos a partir de operaciones suma y cociente. Citaremos dos. 


Teorema 3.2.2 Sean W C U C V un espacio vectorial y dos subespacios contenidos el uno en el otro. 
Entonces: 


V/W 

u/w 


v/u. 


Demostracion. En primer lugar notemos que U /W es un subespacio de V/W ya que u+ W £ V/W, 
Vu € U. Definamos la aplicacion f-.V/W — > V/U por f(v + W) = v + U, \/v € V. Es claro que 
esta aplicacion esta bien definida ya que W C U. Por otro lado la aplicacion es suprayectiva y ademas 
ker / = {v + W \ v £ U} = U/W. Entonces por el primer teorema de isomorfia, teorema 3.2.1, 


V/W 

U/W 


V/W 
ker / 


f{V/W) = v/u. 


QED 


Teorema 3.2.3 Sean U, V dos subespacios de un espacio vectorial. Entonces se verifica: 

U ~ U + V 

unv ~ v ' 

Demostracion. Definamos la aplicacion f:U — > (U + V)/V por f(u) = u + V. La aplicacion / 
es suprayectiva. En efecto, si x + V € (U + V)/V, entonces x = u + v, con u £ U, v € V. Por tanto 
f(u) = x + V. Si calculamos el rnicleo de / tenemos, u £ ker / si f(u) = 0, por tanto u £ V, entonces 
ker / = U fl V. Aplicamos el primer teorema de isomorfia a / y obtenemos el enunciado. QED 


3.3 Representation matricial y cambios de base 

3.3.1 Representation matricial de una aplicacion lineal 

Sea /: V — ► W una aplicacion lineal entre los espacios vectoriales V,W (ambos sobre IK). Sea By = 
{ej}" =1 una base de V (dimP = n) y Bw = {ui}iL i una base de W (dim IP = to). La imagen del vector 
e.j por /, sera una combinacion lineal de los vectores de Bw, es t° es: 

f(ej) = A lj ui + A 2 jU 2 -\ 1- AmjUm, j = l,...,n. (3.1) 


Los coeficientes A. t j , i = 1, ... ,m, j = 1, ... ,n, pueden organizarse como una matriz m x n, 


A = 


! 


An 

A 2 i 


Ay 2 

a 22 


Ain \ 

A 2n I 


\ ^ml 


-^m2 


A n 


) 


La primera columna esta formada por los coeficientes de la imagen de ei en la base Hi,..., la j-esima 
columna esta formada por las coordenadas de la imagen del vector ej en la base Ui, etc. Si colocamos los 
vectores Ui formando una matriz 1 x to, (iq , . . . , u m ) podemos escribir: 


(/(ei),-..,/(e n )) = (wi,...,u m ) - A. 


Llamaremos a la matriz A la representation matricial de / en las bases By y Bw y en ocasiones por 
motivos de precision en la notation escribiremos tambien A(f;By,Bw) con indication expresa de las 
bases respecto de las cuales esta definida. 
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Nota. Es evidente que en la definition de la matriz asociada a una aplicacion lineal en dos bases 
dadas hay una serie de convenciones arbitrarias, por ejemplo en la ecuacion (3.1), podriamos 
haber etiquetado los coeficientes en el desarrollo como sigue: 

f ( ) — Aji'Ui 4“ Aj2U2 ~h ' ' ' ~h Aj m U m , j — 1 , . . . , 71. 

Podemos mantener la definicion de A o cambiar filas por columnas. En uno u otro caso algunas 
de las expresiones que apareceran a continuacion adoptaran formas diferentes. En cualquier 
caso el conjunto de convenciones que lremos adoptado son consistentes con la notation tensorial 
comunmente aceptada en nuestros dias (aunque no siempre ha sido asi) y a ella nos atendremos 
en todo lo que sigue. 


La utilidad de la representation matricial de A de / se aprecia mejor si describimos como se transfor- 
man las coorclenadas de un vector x al tomar su imagen f{x). Si denotamos por x J las coordenadas de x en 
la base ej, x = x ^ e ji y si denotamos por y l las coordenadas de f(x) en la base iq, f(x) = V %u it 
tendremos, 

( n \ n n m 

J2 xJe j = ^2 xl f( e j) = 

j= i J i= i 3 = i *= i 

por tanto E£i V^i = EEi (E” xi A.jj'j Ui lo que implica que y l = E" = i A^xP Denotando por X el 

/ y 1 

vector columna X = | : | y analogamente con Y — \ '■ \ tenemos: 


o escribiendolo explicitamente: 

( V 1 

V y m 


V y n 

Y = A- X, 

/ An A12 ■ ■ ■ Ai n 

A 2 1 A 2 2 ■ ■ ■ A2n 

\ Ami A m 2 • • • A mn J 


(3.2) 


\ 

/ z 1 \ 

/ 

l ) 


La ecuacion anterior Y = AX describe como actiia / sobre las coordenadas de los vectores en unas bases 
dadas, pero las bases no son linicas. Estudiaremos a continuacion como cambia la ecuacion anterior 
cuando cambiamos de bases. 


3.3.2 Representation matricial de la composicion de aplicaciones 

Consideremos ahora dos aplicaciones lineales f:U—*V y g: V — » W. La composicion de las aplicaciones 
/ y g es de nuevo una aplicacion lineal g o /: U — > W (proposition 3.1.1). Si fijamos bases Bu = {u^, 
By = {vj} y Bw = {wfe} de los espacios U, V y W respectivamente, tendremos una representation 

matricial A para la aplicacion / en las bases Bu y By, una representation matricial B para la aplicacion 

lineal g en las bases Bu y Bw y una representation matricial C para g o f en las bases Bu y Bw- La 
pregunta que nos hacemos es ique relation existe entre A, B y Cl 

Notemos que por definicion de representation matricial, ecuacion (3.1), tenemos para los tres casos: 

f (^i) — AuVi ^22^2 4“ ' ' ' 4“ AmiXmi ^ — 1, . . . , TZ (3-3) 

g(vj) = Bij Wi + B 2 jW 2 4 4 B r jW r , j = (3.4) 

g ° f(u.i) = CuWi + C 2 iW 2 4 b C ri w r , i = l,...,n. (3.5) 

Por lo tanto, desarrollando g o f{ui) en la ecuacion (3.5) tenemos, 

9 ° f(ui) = g(f(ui)) = g(AuVi + A 2i v 2 4 b A mi v m ) 

m m / r \ m,r 

= A u g(v{) = y~] Ag I ^ B H w k j = ^ A H B kl w k , 

1=1 1=1 \k= 1 J 1=1, k=l 
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y comparando con el segundo miembro de la ecuacion (3.5) tendremos 

r m,r 

22 CkiW k = 22 A U B klWk- 
k = 1 1=1, k=l 

Como los vectores Wk forman una base, tendremos por tanto, 

m 

Cki ^ ' B kl A li i 
1=1 

que en lenguaje de matrices, corresponde a la formula: 

C = BA. 

Hemos concluido, demostrando asf el siguiente teorema. 

Teorema 3.3.1 La matriz correspondiente a la composicion de dos aplicaciones lineales en bases dadas se 
obtiene multiplicando las correspondientes matrices de cada una de las aplicaciones en el orden contrario 
a su composicion. 

Notas. 1. Este teorema justifica “a posteriori” la definition del producto de matrices. El 
producto de matrices no es por tanto una operation exotica que tiene interesantes (y sorpren- 
clentes) aplicaciones sino que no es mas que una manera especial de escribir la composicion 
de aplicaciones y de ello emanan todas sus propiedades. 

2. La no conmutatividad del producto de matrices simplemente rcfleja el lrecho de que la 
composicion de aplicaciones no es en general conmutativa. 

Ejercicio 3.3.1 Escribir la matriz que representa a las aplicaciones lineales D y L del ejemplo 3.1.4 en 
la base {1, x, . . . ,x n , . . .}. 

Ejercicio 3.3.2 Sea V un espacio vectorial de dimension n y a una permutation de n elementos. Con- 
siderese la aplicacion lineal f a : V — » V clefinida por f a {ei ) = e a u\ donde B = {ej}" =1 . Escribir la matriz 
A a asociada a f a en la base B. Probar que A a Ap = A a p, \/a,(3 € S n . 

3.3.3 Cambios de base 

Punto de vista pasivo 

Este es el punto de vista que adoptamos en el capftulo precedente, section 2.5.3. Sea V un espacio vectorial 
en el que cambiamos las bases; la base By = {u\ , . . . , u n } se cambia a la nueva base B' v = {u^, . . . , u' n }. 
Los vectores i£bno son alterados, pero sus coordenadas variaran: 

n n 

x = 22 = 22 x ' l ' u ‘i- 

i= 1 i= 1 

El vector columna X = ( x 1 ) es el vector de las coordenadas antiguas y X’ = (x 11 ) es el vector columna 
de las coordenadas nuevas. La relacion entre ambas esta proporcionada por 

X’ = FI, (3.6) 

con Ui = J2j= l B ji u j como en la ecuacion (2.1), esto es, P es la matriz del cambio de base, 

(ui,...,u„) = («!,..., t4) P- 

Si escribimos los vectores de la nueva base B' v en funcion de los de la antigua base By, tendremos 

n 

u i = 'y 1 Qji u j ! 

i= 1 


con Q la matriz inversa de P , y entonces 


X' = Q~ l X. 
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Nota. El punto de vista pasivo es el mas habitual cuando se trata de describir principios de 
invariancia relativista en Fisica. En efecto los vectores de un espacio vectorial representan 
habitualmente “estados” de un sistema ffsico y las leyes de la Fisica no dependen de la base 
que escojamos para escribirlas, esto es, son independientes del “sistema de referenda” que 
utilicemos para describir las. 

Hemos de notar que un cambio de base define un isomorfismo 4> del espacio vectorial V a traves de la 
formula (ver proposition 3.1.2) 

4>{u.i) = u'i, V* = 1, . . . n. 

Debemos interpretar que este isomorfismo no esta modificando los vectores de V sino solamente los 
observadores, esto es, las bases utilizadas para describir los vectores en coordenadas. 

Notese tambien que esta correspondencia entre cambios de bases e isomorfismos es biunivoca una vez 
que fijamos una base dada. 

Punto de vista activo 

A veces resulta conveniente adoptar otro punto de vista para discutir los cambios de bases en espacios 
vectoriales. Imaginemos alrora que la base By esta fijada pero tenemos una transformacion lineal <f>: V — » 
V que cambia los vectores, x i— > <f>(x). Esta transformacion lineal enviara los vectores u, de la base By a 
los de un nuevo sistema u\, ) = u[. Si la aplicacion (j> es un isomorfismo, los vectores u' i seran una 

base B' v de V. La representation matricial de </> en la base By estara dada por: 

n 

<t>{ui ) = u’i = ^2 ^n u r 

3 = 1 

Pero alrora lo que nos importa no es la nueva base, sino el cambio de los vectores. Asi, queremos obtener 
las coordenadas del nuevo vector x' = <j>{x) respecto de la base By, esto es: 

n 

= 'Y J x' i u i . 

i— 1 

Se obtiene que <j>(x) = Yhi x l 4>(ui) = . x l <j>jiUj y por tanto, x' 3 = '^2 i (j)jiX l , o matricialmente, 

X' = <i>X. 


donde $ es la matriz con coeficientes <f>ij. 

Nota. El punto de vista activo se utiliza cuando estamos interesados en estudiar el efecto de 
transformaciones en los estados de un sistema ffsico y sus propiedades de simetria. En lo que 
sigue, cuando hablemos de cambios de base y cambios de coordenadas estaremos asumiendo 
el punto de vista pasivo. 

3.3.4 Representation matricial en bases diferentes 

Sea f:V—*W una aplicacion lineal y By, Bw bases respectivamente de b y W. Sea <j>y:V — > V un 
isomorfismo en V definiendo una nueva base de V, 4>y(By) = By y (j>w'W — > W un isomorfismo en 
W definiendo una nueva base (j>w(Bw) = B' w de W. Denotaremos por Vi los vectores de By, esto es 
By = {u;}; analogamente B' v = {v^}, B\y — {wj} y B' w = {w'j}. Ademas 

n m 

v'i = P A V P = QklWk- 
j — 1 fe= 1 

La representacion matricial de / en las bases By y B\y vendra dada por una matriz A definida por 

m 

f( y i ) = ^ A ki w k , 

fc= l 


(3.7) 
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y en las bases B' v y B' w , 

m 

f( v i ) = ^2 a iM- 

1=1 

Por tanto, usando la ecuacion (3.7) en la ecuacion (3.8) tendremos, 


f( v i ) = P A v o) = X p jif( v j) = X P " ( X Ak i Wk 


i = i 


i=i 


j=i 


vfe=i 


(3.8) 


y analogamente, 


por tanto 


m / m 


A ki w k = A ki ® laWl ’ 


fc=l 


fe=l \Z=1 


PjiAijWu 

Jfc=l,Z=l i=i /=i 


y la independencia lineal de los vectores Wi implica que 


X! A kiQlk — X! Pji A lj * 

fc=i i=i 


En otras palabras, utilizando notation matricial, tenemos, 


Qti' = AP, 

y despejando A' en el primer miembro de la ecuacion (esto es, multiplicando por Q _1 por la izquierda), 

A' = Q~ 1 AP. (3.9) 


Ejercicio 3.3.3 Con los isomorfismos 4>y y (j>yy podemos construir una nueva aplicacion lineal / = 
0 / ° <?V : V W tal y como nos indica el diagrama adjunto. 


V — pp 



V f » PE 


Probar que la representacion matricial de f en las bases By y es precisamente A'. 


Ejercicio 3.3.4 Probar que el rango de la matriz asociada a una aplicacion lineal no depende de las 
bases en que se escriba. 

Si particularizamos la situation anterior al caso en que / es un endomorfismo, esto es, una aplicacion 
lineal f:V — » V, podemos fijar la misma base By en su dominio y en su rango. Cuando cambiemos de 
base, podemos realizar simultaneamente el cambio en su rango y su dominio con lo que tendremos que las 
matrices P y Q de la discusion anterior coincidiran y la formula para el cambio de base de una realization 
matricial A de /, resultara: 

A' = P~ 1 AP. (3.10) 

En el proximo capitulo discutiremos el problema de determinar la expresion matricial mas sencilla para 
un endomorfismo. 
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3.4 Espacios de aplicaciones lineales 

3.4.1 El espacio dual de un espacio vectorial 

La proposition 3.1.1 nos enseno que las combinaciones lineales de aplicaciones lineales son de nuevo 
aplicaciones lineales. Este lrecho nos conduce a considerar como candidatos a nuevos espacios vectoriales 
conjuntos cuyos elementos son aplicaciones lineales ya que podemos sumarlas y multiplicar por escalares. 
En particular si consideramos IK como un espacio vectorial de dimension 1 sobre el propio cuerpo IK, 
las aplicaciones lineales /: P — > IK se llaman covectores o formas lineales sobre P y forman un espacio 
vectorial. 


Proposicion 3.4.1 Sea V un espacio vectorial sobre IK. El conjunto de aplicaciones lineales f: V — » IK 
forman un espacio vectorial sobre IK denotado por V* llamado el espacio dual de V. Ademas dim V = 
dim V* . 

Demostracion. Definimos la suma y el producto por escalares de aplicaciones lineales de la manera 
habitual (ver proposicion 3.1.1). Con ellas P* se convierte en un espacio vectorial sobre IK tras una 
comprobacion rutinaria de las propiedades de la suma y el producto por escalares. 

Si B = {ei, . . . , e„} es una base de P, un covector /: V — > IK tiene la forma f(x) = donde 

Aj = /(e*). Definamos ahora una familia de covectores e*: P — ■> IK, i = 1, . . . , n, como sigue: 

e '( e j) = s p Vi, j = 1, ... ,n, 

equivalentemente e l (x) = x l , donde x = J2 i x l ei. Probemos que el conjunto B* = {e,...,e n } es una 
base de P*. 

Si f £ P*, sea A * = /(e»), entonces / = En efecto, x) = ^XiX 1 = f(x l ei) = 

/(x), y B* es un sistema generador. 

Probemos que B* es libre. Supongamos que p^e 0 = 0, entonces Yhj l l j eJ ( x ) = 0 para todo x £ V. 
Tomemos x = e*, entonces 0 = ^ ■ pje J (ef) = pjSj = pi, y B* es libre. QED 


Ejercicio 3.4.1 Probar que si f(x) = 0 para todo / £ V*, entonces x = 0. 

Nota. Los espacios vectoriales V y V* tienen la misma dimension, por tanto son isomorfos de 
acuerdo con el corolario 3.1.1, pero no hay ningun isomorfismo canonico entre ambos. Para 
cada election de una base B en V tenemos el isomorfismo proporcionado por la aplicacion 
<j>:V^V*,(j>(e i )=e i . 


Ejemplo 3.4.1 El espacio IK* se puede identificar con IK escogiendo como base el covector f que envfa 
1 en 1. 


Si consideramos el espacio vectorial de los polinomios IK[x], cada elemento a de IK define un covector 
f a como sigue: 


fa(P) = P(a ) £ IK. 


Ejercicio 3.4.2 Probar que el conjunto de covectores f ai , ai^ aj si i j, i = 1, . . . , n + 1 son l.i. 

Ejemplo 3.4.2 El espacio (K*)* es canonicamente isomorfo a V. Por un lado dim(K*)* = dim V* = 
dimK, luego (P*)* es isomorfo a P. Ademas hay una aplicacion natural </>: V — > (P*)* definida por 
f>(x)(f) = f(x), Vf£V*,x£V. 

Esta aplicacion es un monomorfismo ya que si <fi(x) = 0, entonces f(x) = 0, para todo / £ P*, por 
tanto x = 0. Por tanto (j) es un isomorfismo. 
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3.4.2 Endomor ^mos de un espacio vectorial 

Una aplicacion lineal / de un espacio vectorial V en si mismo se denominara un endomorfismo de V. El 
conjunto de aplicaciones lineales de V, esto es, de endomorfismos de V, se denotara por End(E). 

A1 igual que ocurre con el espacio dual de V tenemos la siguiente proposicion. 


Proposicion 3.4.2 End(E) es un espacio vectorial de dimension (dimE) 2 . 

Demostracion. La demostracion de que End(E) es un espacio vectorial es una repetition del caso 
del espacio dual. Construyamos una base de End ( V) . Sea B = {ej}" =1 , una base de V. Denotemos por 
e \ : V — ■> V las aplicaciones definidas por 


e i( e k) = d J k e i, Vi,j,k = l,...,n, 


esto es, si x = Ei % l ei, entonces ej(x) = x 3 ei. La familia de aplicaciones B = { e { \ i,j = 1, . . . , n} es una 
base de End(E). 

Probemos que es un sistema generador. Sea / € End(U). Entonces /(e*) = Xki.ek , i = 1, ■ ■ ■ ,n. 
Definamos la aplicacion 

n 

^ji e j- 

i,j=l 


Entonces, E?j=i He)(x) = E ij Xj^ej = Ei ®‘(E j X A e j) = Ei * 4 /(ei) = /(*). 

El sistema B es l.i. Si E; j e i = 0, actuando sobre el vector tendremos, E,: = 0, y por tanto 


p l k = 0, para todo i, k. 


QED 


Nota. De manera analoga se puede definir el espacio vectorial de aplicaciones lineales V — * V*, 

V* — * V, V* — » V*, etc. Todos estos espacios vectoriales tienen la misma dimension n 2 , si 
n = dimU, pero son diferentes. Todos ellos son ejemplos de espacios de tensores de tipo 
(0, 2), (2, 0), (1, 1) respectivamente como se vera mas adelante. 

3.4.3 Otros espacios de aplicaciones lineales 

Denotaremos por Hom(U, W) el conjunto de aplicaciones lineales /: V — » W . 

Proposicion 3.4.3 El conjunto Hom(U, W) es un espacio vectorial de dimension dimU dimLE. 

La demostracion es analoga a la de la proposicion 3.4.2. 

Ejercicio 3.4.3 Calcular la dimension de los espacios vectoriales: Hom(U*, W*), Hom(V,Hom(V, U)) y 
Hom(End(U), U). 

Ejercicio 3.4.4 Probar que existe un isomorfismo canonico entre los espacios vectoriales: 

Hom( V. Hom( W, U)), Horn (Horn (U*, LE), U) 


3.5 Rango de una aplicacion 

Retomamos el concepto de rango ya introducido en la seccion 2.4 para familias de vectores de un espacio 
vectorial V y para matrices en 2.6. Relacionaremos diclro concepto con propiedades de aplicaciones 
lineales. 

Definicion 3.5.1 Si f:V — > W es una aplicacion lineal , llamaremos rango de f a la dimension de /(E), 
o en otras palabras al numero de vectores independientes en la imagen de una base cualquiera de V. El 
rango de una aplicacion se denotara por r{f) o mas explicitamente rango(f). 
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De la definicion se deduce inmediatamente que si By es una base de E, entonces r(f) = r(f(By)), ya 
que /(E) = lin f(B v ), y por tanto dim /(E) = r(f(B v )). 

La relacion entre el rango de una matriz A y el rango de una aplicacion lineal esta dada por la siguiente 
proposicion. 

Proposicion 3.5.1 Si A es una representacion matricial de /: E — > W, entonces: 

r{f ) = r c (A). 

Demostracion. Recorclemos que el rango por columnas de A , r c (A) es el niimero de vectores columna 
l.i. Es facil ver que los vectores columna A , A k son l.i. si y solo si f(ej ) y /(e*,) son Li. En efecto, 
A f(ej ) + pf{ek) = 0 es equivalente a (A Aij + pAu-)ei = 0, lo cual es cierto si y solo si A Aij + pAik = 0. El 
argumento anterior nos indica que los vectores columna A 31 , . . . , A 3r , seran Li. si y solo si /(eyj, . . . , /(e Jr ) 
son l.i., y por tanto la proposicion queda probada. QED 


Corolario 3.5.1 Si A' es equivalente a A, entonces 


r c (A) = r c (A'). 


Demostracion. En efecto, la dim /(E) no depende de las bases que escojamos. 


QED 


Nota. El teorema 2.6.1 nos mostro que el rango de filas y el rango de columnas de una matriz 
coinciden. Por tanto los resultados anteriores se pueden enunciar directamente utilizando el 
rango de la matriz representando a la aplicacion /. En cualquier caso es significativo que 
en las demostraciones es el rango por columnas el que aparece de manera natural. ^Como 
aparece el rango por filas en este contexto? 

En primer lugar observaremos que rango de filas de A = rango de columnas de A f donde ( A *)i a = A a i. 
Nos interesa lrallar una aplicacion lineal relacionada con / tal que su representacion matricial sea A 1 . 

Definicion 3.5.2 Sea es una aplicacion lineal; llamaremos aplicacion transpuesta o dual de 

f y se denotara por f* a la aplicacion /*: W* — > V* definida por 

(f*(a))(v) = Vo € W* ,v G V. 

Proposicion 3.5.2 Si A es la representacion matricial de f en las bases By, Bw entonces A t es la 
representacion matricial de f* en las bases duales By, B\y. 

Demostracion. En efecto, si By = {ei,...,e„}, la base dual By = {e 1 , . . . , e”} se define como 
e 3 (ei) = Sj tal y como vimos en la proposicion 3.4.1 y de manera analoga para Bw = {ui, . . . , u m } y 
su base dual Byy = {u 1 , . . . ,u m }. Calculemos f*(u l ) = , P ero P or °t r0 lado f*(u l )(ei) = 

n i (/(eQ) = u % (^™ =1 AjiUj) = Aji. Si evaluamos A*^ 3 en e», obtenemos A*j = Aji, y por tanto 

A* = A . QED 

Por tanto r/(A) = r(f*). 

Proposicion 3.5.3 r(f) = dimE — dimkcr/. 

Demostracion. En efecto, /: E — > W y por el primer teorema de isomorfia, E/ker / = /(E), 
entonces dim E — dim ker / = dim /(E) = r(f). QED 

Podemos por tanto ofrecer otra demostracion del teorema 2.6.1 ligada a las propiedades y estructura 
de las aplicaciones lineales. 


Teorema 3.5.1 rf(A) = r c (A). 
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Demostracion. Tenemos r/(A) = r c (A) = r(/*) = dim IK* — dimker/*. 

Calculemos ker /*. Si a £ ker/*, entonces f*(a) = 0. Por tanto f*(a)(v ) = 0, Vu € V, y entonces 
a(f(v )) = 0 para todo v, y asf = 0. 

Sea B\\- una base de W adaptada a f(V), esto es Bw = {iq, . . . , u r , M r + i, • ■ • , u m }, y {iq, . . . , u r } es 
una base de f(V) (notemos que entonces rango f = r). Por tanto la condition = 0 implica que 

a = A r+ i ii r+1 + - • ■ + X m u rn . En efecto, un elemento general de W* tendra la forma a = Aim 1 + - • - + A m u m , 
pero Ui £ f(V), i = 1, . . . , r, por tanto a(iq) = 0, i = 1, . . . , r, y por tanto Ai = • • • = A r = 0. Concluimos 
que dimker /* = m — r, y asi rango f* = m — ( m — r) = r. QED 

3.6 Sistemas de ecuaciones lineales 

En muchas ocasiones los textos de algebra lineal comienzan con una discusion de sistemas de ecuaciones 
lineales. Hemos pospuesto deliberadamente retrasar tal discusion hasta este momento y tratar los sistemas 
de ecuaciones lineales como una mera aplicacion de la teoria de aplicaciones lineales. 

En cualquier caso, un sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas X\, ... ,x n consiste en una 
familia de ecuaciones 


Until + o, 12X2 + • • • + CllnXn — &1 
U 21 ^l + CI22X2 + ' ' ' + a, 2 n x n = ^2 


<lml x l + <lm2X2 H“ * * * H“ CL m n x n — 

con a.ij £ IK, bi £ IK. El problema consiste en determinar cuando existen y cuales son los valores de 
X\, ... ,x n en IK que satisfacen diclias ecuaciones. 

Podemos escribir el sistema anterior en forma matricial. Si A denota la matriz m x n definida por 
A = ( dij ), i=l r ..,m,j=l|...,iiyX,B son las matrices columnas uxlymxl respectivamente, 

1 x\ \ 

: 

\ X n ) 



tenemos: 

A ■ X — B. 

Si pensamos que X y B son vectores en IK n y IK m respectivamente, y A denota una aplicacion lin- 
eal /: IK” — > IK m en las bases canonicas, tenemos que el problema de resolver el sistema anterior, es 
equivalente a determinar el conjunto f~ 1 (B). 

El siguiente teorema resuelve todas estas cuestiones. Denotaremos por (A \ B) la matriz que se 
obtiene aiiadiendo el vector columna B a la matriz A y se llamara matriz extendida de A por B. 

Teorema 3.6.1 Rouche-Frobenius. Dado un sistema de ecuaciones A ■ X = B, de m ecuaciones con 
n incognitas, el sistema posee solucion si y solo si r{A) = r(A \ B). Ademas si Xq es una solucion, el 
conjunto de todas las soluciones es Xo -l-ker A 

Demostracion. •<=) Supongamos que r(A) = r(A \ B). Entonces r c (A) = r c (A \ B), por tanto 
dim(lin{yl 1 , A 2 , . . . , A 71 }) = dim(lin{ti 1 , . . . , A n ,B}) lo que quiere decir que B £ linjti 1 , . . . , A 11 }, esto es 
existen numeros xqi tales que B = xqi A 1 + • • • + Xo n A n = A ■ Xq, y el vector Xq es una solucion. 

=>) Si Xo es una solucion d e A X = B, entonces A- Xq — By desarrollando el producto por columnas 
tenemos xqi A 1 + Xo 2 A 2 + • • • + xq n A n = B , luego B £ linjti 1 , . . . , A n }, =t> dim(lin{ti 1 , . . . , A 71 }) = 
dim(lin{ti 1 , . . . , A n , B}) =>• r(A) = r(A \ B). 

Finalmente si Xo es una solucion, el conjunto de soluciones es Xo + ker A. En efecto, si Xi es otra 
solucion, A ■ (Xi — Xq) = 0 => X\ — X 0 £ ker A. QED 
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Definicion 3.6.1 El sistema A ■ X = B se dira compatible si r(A) = r(A \ B) e incompatible en caso 
contrario. 

Si el sistema A ■ X = B es compatible, dado que r(A) = dim IK" — dimker A, el sistema tendra una 
unica solucion si ker A = 0, esto es, si r(A) = dim IK" = n = nuiriero de incognitas. 

Podemos resumir la situation como: 

- Si r(A) ^ r(A \ B) Incompatible. 

- Si r(A) = r(A j B) => Compatible 

{ Si r(A) = n = niimero de incognitas => Compatible determinado 
Si r(A) < n => Compatible indeterminado 

Ejemplo 3.6.1 Consideremos un sistema homogeneo, esto es un sistema tal que B = 0. Es obvio que 
el sistema siempre tiene una solucion, la solucion trivial X = 0. El sistema siempre es compatible. El 
sistema sera compatible determinado cuando r{A) = numero de incognitas, en cuyo caso solo habra una 
solucion, la solucion trivial. Si hay tantas ecuaciones como incognitas, esto es equivalente a que la matriz 
A sea invertible. El sistema sera compatible indeterminado cuando r(A) < n y las soluciones seran todos 
los vectores en el micleo de A. 

3.7 Determinantes 

El concepto de determinante es tan importante que aunque un tratamiento preciso de esta nocion requiere 
adentrarnos en el ambito del algebra tensorial, esta justificado el esfuerzo adicional que vamos a realizar 
en las proximas secciones por el gran redito que nos ha de reportar en futuras empresas. 

3.7.1 Aplicaciones multilineales 

Definicion 3.7.1 Si V es un espacio vectorial sobre IK, diremos que una aplicacion f:Vx • • • xV — > IK 
es m-multilineal si, 

i. f(x i, ...,Xi+yi,.. .,x m ) = f(x i,. . . ,Xi, . . .,x m ) + f Oi, .,x m ), 

ii. f(xi,. . . , Xxi , . . . , x m ) = Xf(x 1 ,...,x i ,...,x m ), Mi = 1 ,...,771, e V, A e IK. 

Nota. Es facil comprobar que el conjunto de aplicaciones multilineales es un espacio vectorial 
de dimension (dimK)". 

Una aplicacion ?n-lineal / se dira que es antisimetrica si, 

/*(*£a(l)i • • * ? i • ■ • i Xa(m ) ) f (*^1 ) • • • i Xi , , X^i) , 

donde a G S m y e(n) es la signatura de la permutation. 

Definicion 3.7.2 Una aplicacion m-multilineal antisimetrica se llama una m-forma lineal. 

Si / es una aplicacion m-multilineal y B = {e,} es una base de V, f queda determinada por sus 
valores sobre las familias de vectores eq, . . . , ej m , esto es, si Xk G V, tendremos que Xk = J2i k x k e ik> Y 
entonces, 

n 

f{x l,...,x m )= ^2 X% 1 

Los niimeros Aqi 2 ...i m = /(e^, . . . , e^ m ) son las coordenadas de / en una cierta base. 

Ejercicio 3.7.1 Si / es una m-forma lineal, se verifica /(..., a;, ... , x, . . .) = 0, para todo x G V. 

Proposition 3.7.1 Una m-forma lineal f enV queda determinada dando sus valores sobre las familias 
de vectores , . . . , e* m tales que 1 < i\ < i 2 < ■ ■ ■ < i m < n, donde B = {ei}" =1 es una base de V. 
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Demostracion. En efecto, si tomamos una familia cualquiera de to vectores en una base B = {ei}, 
e ji i e.j 2 > • • • j ej m existe una permutation a € S m tal que 1 < a(j i) = i\ < a(j 2 ) = *2 < ■ ■ ■ cx(J m ) = < 

n. En efecto, no hay mas que tomar la permutation que es la identidad en el complement ario del conjunto 
{j 1 , j 2 , • • • ,jm}i y la permutation que envfa j\ al mmimo de ji . J 2 , • • • , j rn \ que envia j% al minimo del 
conjunto anterior excepto la imagen de j \ , etc. Entonces es evidente debido a la antisimetrfa de / que 

= e ( a )/( e u! • • • j e i m )- 

Por tanto / queda determinada sobre familias de vectores satisfaciendo la condition del enunciado. QED 


Ejercicio 3.7.2 Probar que el numero de familias de vectores que determinan una m-forma lineal es 

("). 

\m/ 


Teorema 3.7.1 Si dimP = n todas las n-formas lineales son proporcionales. 

Demostracion. En efecto, segun el ejercicio 3.7.2, el numero de familias que determinan una n— 
forma en un espacio de dimension n es (™) = 1. Por lo tanto si / es la aplicacion definiendo tal forma, 
basta especificar el numero 

A f (ei , e2 , • • • , c n ) , 

donde B = {e^} es una base cualquiera del espacio V. QED 

Observemos que si / es una ?z-forma en un espacio de dimension n, tendremos para cualquier familia 
de vectores x\, . . . , x n , que, 


f (*ti ) * ■ • ) *£ 71 ) ^ ^ X Ul • Xni n f ) ■ • • 1 ) 5 

ii , ...,i ri = 1 

pero como / se anula sobre dos vectores identicos, en la suma anterior indices if-, repetidos no contribuiran 
y solo quedaran los terminos en que todos los i\, . . ,,i n sean diferentes, esto es los etiquetados por las 
permutaciones de 1 , . . . , n, y por tanto: 

f (*ti , • * • 5 Xn) ^ ^ f (^a(l) i • • • i &a(n) ) * 

aeSn 

Por otro lado debido a la antisimetrfa de /, podemos reorganizar los vectores e a m, . . . en su 

argumento y llevarlos al orden natural ei, ... ,e n . Para lracer esto podemos utilizar una descomposicion 
cualquiera en transposiciones de a (lo cual es siempre posible debido a la proposition 1.2.2). Dado que 
cada transposition contribuye con un signo menos al valor de /, tras aplicar las transposiciones que 
convierte a en la identidad obtendremos un factor que sera la paridad de la permutation a (recordar la 
proposition 1.2.3). Por tanto tendremos la siguiente formula para /, 

f {.X 1 , • • - , Xn) ^ ' c(cr) 2 ' 1 q,( 1 ) * * * ^na(n)/(^lj * * • 5 Cy,). (3.11) 

aeS„ 

Si g es otra n-forma tendremos aplicando la formula (3.11) 

g{xi, ■ • • , X n ) ^ ' ^(^)*^1 ck( 1) * * * *^na(n)f?(^l5 * • • 5 ^n)i 

aeS„ 

y por tanto si g(e i, . . . , e n ) = g y /(e i, . . . , e n ) = A yf 0, tendremos que 

g(x x n ) = jf(x i,...,x n ), 
confirmando de nuevo el resultado del teorema 3.7.1. 

Definition 3.7.3 Una n-forma no nula en un espacio vectorial V de dimension n se llama un volumen 
en V . 
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Fijemonos que si seleccionamos una base B = {e ±, . . . , e n j en V podemos definir un volumen asociado 
a esta base a traves de la formula 

■ • * ; e n ) — 1 . 

Notemos que aplicando la formula (3.11) obtenemos para tal volumen, 

, • • • , %n) ^ ( e (^)*^la(l) ' ' ' %na(n) ? (3.12) 

a£S n 

donde Xij son las coordenadas del vector xt en la base B. Llamaremos a esta expresion el determinante 
de los vectores x\,.. . ,x n respecto de la base B. Notemos que el cambio de base solo afectarfa el valor 
de diclra expresion en un factor global segun el teorema 3.7.1. 

Ejercicio 3.7.3 Calcular diclro factor para las bases B' , B con matriz de cambio de base P. 

Ejercicio 3.7.4 Considerense en IR 2 el volumen definido en la base canonica i, j por fl( i , j) — 1. Si 
Ui,U 2 son dos vectores, probar que el area del paralelogramo definido por ellos esta dada por fl(u 1 ,W 2 )- 

Ejercicio 3.7.5 Considerese en IR 3 el volumen fl definido en la base canonica i , j, k por f j, k) = 1. 
Pruebese que el volumen del paralelepfpedo definido por los vectores u\, 112,113 es fi(«i, U 2 , 113 ). 

Estos dos ejercicios muestran la razon de llamar volumen a una n-forma en un espacio vectorial. 
Podemos insistir en el heclro de que todas son proportionates y por lo tanto multiplicandolas por un 
factor podemos converter unas en otras; asf dada una base podemos siempre normalizar un volumen con 
respecto a la citada base lraciendo que f2(ei, e 2 , . . . , e„) = 1. 

Notas. 1. Las formulas para el volumen en dimension 2 y 3 obtenidas en los ejercicios 3.7.4, 

3.7.5, son tambien validas en cualquier dimension. En efecto, si definimos en IR” la n-forma O 
tal que en la base canonica ei, . . . , e„ toma el valor 1, entonces si Ui, . . . , u n son n vectores en 
IR" el volumen (en el sentido de la medida del conjunto con respecto a la medida de Lebesgue 
en IR") del paralelepfpedo definido por ellos (esto es, la envolvente convexa de 0, U \ , . . . , u n ) 
es precisamente f2(ui, . . . , u n ). La clemostracion de este heclro utiliza las propiedades de 
transformation de la medida habitual en IR" que se estudian en un curso de calculo avanzado. 

2. Puede parecer extrano que el volumen de un conjunto de vectores pueda ser negativo. 

Tal posibilidad esta asociada a la orientation de la familia de vectores que utilicemos. Los 
voliimenes en un espacio vectorial real definen una orient acion en dicho espacio como sigue: 
Diremos que dos ?r-formas O, tt' son equivalentes si existe un numero real positivo A G IR + 
tal que IT = Af l. Tal relation es claramente una relacion de equivalencia con exactamente 
dos clases. Llamaremos una orientation en nuestro espacio vectorial a cada una estas dos 
clases que denotaremos por [+] y [— ]. Supongamos que fl G [+], entonces diremos que una 
base B = {i>i, . . . ,v n } esta orientada positivamente si fl(ui, . . . ,v n ) > 0 y negativa en caso 
contrario. Notese que si una base esta orientada negativamente basta intercambiar dos de sus 
vectores para obtener una orientada positivamente. 

Si utilizamos la base B para identificar V con IK", la ?r-forma definida en IK" (en la base canonica) 
la llamaremos volumen canonico en IK" o tambien determinante a secas. Si consideramos entonces 
los vectores ai,...,a n en IK" y los identificamos con los vectores columna de una matriz llamaremos 
determinante de la matriz al determinante de los vectores a 1 , .. . ,a n , esto es si la matriz n x n A esta 
definida por 

/ an 021 ’ ’ ’ Oral \ 

012 022 • • • a„ 2 

■1 

\ ^1 n 0 - 2 n ’ ’ ’ & nn / 


entonces 


det A ^ ^ £(tt)ci Q; (i)i • • • Q'CL(n)n 


(3.13) 
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3.7.2 Determinante de una aplicacion lineal 

El determinante de una matriz definido por la formula (3.13) en la seccion anterior deberia ser tornado 
como la notion del determinante de una aplicacion lineal (o como la expresion en unas bases dadas de 
diclro concepto). En realidad el concepto de determinante de una aplicacion lineal surge de un modo 
ligeramente diferente y directamente relacionado con el ejercicio 3.7.3. 

Sea f:V—>W una aplicacion lineal entre dos espacios vectoriales V y W de la misma dimension n. 
Fijemos un volumen fly en V y otro flw en W. Definamos una n-forma f*Q\v en V como sigue: 

(f*n w ){x 1 ,...,x n ) =Cl w (f(x 1 ),...,f(x n )), Vxi , . . . ,x n G V. 

(Notese que si las dimensiones de los espacios vectoriales fueran diferentes f*^w no seria un volumen 
en V). Por el teorema 3.7.1 tenemos que los volumenes fly y f*Qw son proporcionales. Llamaremos 
determinante de / a diclro numero. 

Definicion 3.7.4 Se llama determinante de f respecto de los volumenes fly y f lyy al numero A G IK tal 
que 

/*flvy = A fly 

y se denotara por det(/; fly, flry). 

Si f es un endomorfismo de V , llamaremos determinante de f al determinante respecto de cualquier 
volumen en V y se denotara simplemente por det /. 

Notese que si f: V — + V es lineal y fly es un volumen, entonces la ecuacion, 

r fly = det(/fiy), (3.14) 

define el determinante de /. Si cambiamos el volumen fly es lo mismo que multiplicar los dos miembros 
de esta ecuacion por un mismo numero y el factor det / no varia. Dado que det / no depende de la base 
escogida cuando / es un endomorfismo, ^cuanto vale det /? 

Proposition 3.7.2 Sea f:V—>V una aplicacion lineal y B = {e,;}" =1 una base de V. Si A = (a;,j) es 
la representacion matricial de f en dicha base, entonces, 

det f ^ ( ^(o)u a (i)i ■ * * a a ( n ^ n . 

aCS n 

Demostracion. En efecto calculemos det / utilizando la formula (3.14). Calculemos en primer lugar 
/* fly, para ello todo lo que tenemos que lracer es calcular f* fly(ei, . . . , e n ). Pero esto es, por definicion, 

f*Sly(ei ,. . . , e n ) = fty(/(ei), . . . , f(e n )) 

= I ^ ^ 5 • • • 7 ^ ^ ^inn^i n I = ^ ^ e(o()ci Q ;(i)i • • • Oj a [n)rS^V (^1 j • • • i ^n) • 

\ ^1 in / Ot^Sn 

QED 

Notese que hemos obtenido que el determinante de / es simplemente el determinante de una repre- 
sentacion matricial A de f en una base arbitraria y donde el determinante de la matriz A esta dado por 
la formula (3.13). 

1. En la proxima seccion veremos que este hecho es evidente a partir de las propiedades 
de los determinantes y de las leyes de transformation de las representaciones matriciales de 
endomorfismos . 

2. En la definicion de determinante de una matriz A se podrian haber intercambiado columnas 
por filas y escribir diclro determinante exact amente igual que la formula (3.12). Veremos a 
continuation que tal convention es irrelevante porque el determinante de una matriz y su 
traspuesta coinciden. El resultado mas general que no probaremos aqui es que el determinante 
de una aplicacion lineal /: V — > V y su dual f*:V* — » V* coinciden. 
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3.7.3 Determinantes de matrices y sus propiedades 

Se puede desarrollar directamente la teoria de determinantes y sus aplicaciones tomando como definicion 
la formula (3.13). A pesar de ello y como veremos a continuation las propiedades de los determinantes re- 
sultan transparentes (casi triviales) a partir de la fundamentacion conceptual desarrollada en las secciones 
previas. 

Definicion 3.7.5 Sea A una matriz cuadrada n x n sobre el cuerpo IK. Llamaremos determinante de A 
y lo denotaremos det A (o a veces tambien \A\) al numero 

detA = ^2 e ( a ) A a(l)l'" A *{n)n- (3-15) 

aeSn 

En los casos n = 2 y n = 3 es facil recordar las expresiones de los determinantes, asi: 

an a±2 

— 011022 — «12021, 

021 022 
y 

Oil 012 Oi3 

021 022 023 = 011022033 + 012023031 + 013021032 — 013022031 — 012021033 — ana23032. 

031 032 033 

Es claro a partir de la definicion que el desarrollo del determinante de una matriz nx n tiene n\ terminos. 
Por tanto la complejidad de su calculo aumenta extraordinariamente con el orden de A. 

Propiedades de los determinantes 

Proposicion 3.7.3 La funcion A i— > det A definida en el conjunto M n (JK) tiene las propiedades sigu- 
ientes: 

i. det A es una funcion multilineal de las columnas de A. 

ii. det A es una funcion antisimetrica de las columnas de A. 
in. det I n = 1. 

Demostracion. Si utilizamos los resultados de la section anterior, en el sentido de que el determi- 
nante de A no es mas que el volumen de los vectores columnas de A entonces las propiedades (i) y (ii) 
son triviales. La propiedad (iii) es inmediata a partir de la definicion del determinante de una aplicacion 
lineal (3.14) ya que el determinante de la aplicacion identidad es 1. 

A pesar de ello las propiedades anteriores se pueden probar directamente. 

i. Supongamos que A = (A 1 . . . A 1 + B l . . . A”), entonces: 

| A | = det(A 1 . . . A* + B z . . . A") = e{a)A a ^ 1 ■ ■ • (A a ^) i + B a ( ■ ■ ■ A a („) n 

aeS n 

^ ' e(o:)A a ( ip • • • A a (jp • • • A a ( n ^ n ^ ( e(o)A a ^p • • • B a ^i • • • A a ^ n ^ n 

Oi^iSn Ot(z:Sr i 

= det (A 1 ...A i ...A n ) + det (A 1 ...B l ... A n ). 

ii. Denotemos por A = (A 1 . . . A J . . . A’ . . . A") la matriz que se obtiene de la A intercambiando la 
columna i con la j. Entonces, 

det A ^ ) ^(o:)A CK ^ip * * • A a (j)j • • • A a ^j^i • • • A a ^ n ^ n 

aSSn 

'y 1 e ( a ) A aoTij(l)l ' ' ' A aoTij(j)j ' ' ' A aoTij(i)i ' ' ’ A ao Tij(n)n 

aeS n 

^ 0 T ij) A (3( 1)1 ’ ’ ' A/3 ( j)j • ■ ■ Ap^p • • ■ Ap^n'jn 

/3eS n 

— y A (}{\)1 ' ' ' A 0(j)j ' ' ' A f) (i)i ' ' ' A 0 (n)n det A. 

0 es n 
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iii. Es evidente a partir de la definicion 3.15. QED 

El siguiente teorema es una reformulacion en coordenadas de nuestro teorema fundamental 3.7.1. 

Teorema 3.7.2 Sea D: M n (JK) — > IK una funcion con las siguientes propiedades: 
i. D es una funcion lineal de las columnas de A £ M n { IK). 
it. D es una funcion antisimetrica en las columnas de A £ M n (IK) . 

Entonces existe una constante A tal que 

D{A) = Adet A. 

Demostracion. Es evidente que la funcion D define una n-forma en el espacio vectorial IK". Por lo 
tanto por el teorema 3.7.1 D es proporcional a la n-forma definida por det A. QED 

Proposicion 3.7.4 det A = det ^4* . 

Demostracion. Se puede probar directamente de: det A t = J2aeS n e ( a Ma(i)i ' ' ' A a(n)n y como 
A a (i)i • • • A a r n \ n = A la -i(x) • • • A na -i( n ) al ser a i— > una aplicacion biyectiva de S n el sumatorio 

sobre a es igual al sumatorio sobre a -1 . En cualquier caso podemos probarlo utilizando la caracterizacion 
dada por el teorema 3.7.2. 

Definamos una aplicacion D(A) = det A*. Probemos que D es lineal en las columnas. Esto es, si 
A! = (A 1 , . . . , A 1 + B l , . . . A n ), entonces 

det A ^ ) c(o:)j4 a (l)l • • • (A a (iji Ea(i)i) * ‘ * ^a{n)n 

aeS n 

^ ^ e(o)^4. a (i)i • • • A a ^i * • • A a ( n ) n ^ ) 6(o)74 Q: ^rp * * * ' * * ^a(n)n 

adSn aGS n 

= D(A 1 ... A i ... A 71 ) + D(A l A n ). 

Del mismo modo que probamos que el determinante es antisimetrico en las columnas de A, proposicion 
3.7.3 (ii), probamos que D es antisimetrica en las columnas de A. 

Finalmente es inmediato probar que D{I n ) = 1, y por tanto el coeficiente A = 1. Segiin el teorema 
anterior 3.7.2, D(A) = det A y por tanto det A 1 = det A. QED 


Proposicion 3.7.5 Desarrollo de un determinante por filas y por columnas. Si A — ( aij ) es una matriz 
n x n, entonces: 

n n 

det A = Y( irV,U,Mi - ^(-l^'ayA/y (A), (3.16) 

3=1 i = 1 

donde Mij(A) es el determinante de la matriz que se obtiene al quitar la fila i y la columna j de la matriz 
A. Mij(A) se denomina el menor ( i,j ) de la matriz A o tambien el complemento del elemento aij. 


Demostracion. La formula anterior se sigue del desarrollo: 

det A ^ ' e(n) uicqi) * * * ^na(n) ^ ' e(o)uji(ui a (i) * * * Ujcqq 
a&Sn a £ S n 

a{i) = 1 

+ Y e ( a ) a i2(«i 0 ,( 1 ) • • • CLia^i) ’ ’ * & nat(n )) “I” 

QJ G Spi 
a(i) = 2 


3:(n)) 


+ Y din (dla(l) ’ ’ ’ * * * ®na(n)) 

CM. G Sri 
a(i) = n 


QED 



68 


TEMA 3. APLICA CIONES LINEALES 


Producto de determinantes e inversa de una matriz 

Teorema 3.7.3 Dadas dos matrices n x n A y B con coeficientes en IK, se verifica: 

det(AB) = det A det B. (3-17) 

Demostracion. Podemos demostrarlo facilmente utilizando la definicion 3.14 del determinante. En 
efecto, si / es un endomorfismo representado por A y g es un endomorfismo representado por B (en la 
misma base), entonces 

det BAn = (go f)*n= f* o g*tt = f*(g*n ) = f* (det Bn) = det Bf*n = det B det An. 

Se puede probar tambien directamente utilizando la definicion 3.13 y manipulando las sumas adecuada- 
mente. Otra demostracion se puede realizar aplicando el Teorema 3.7.2 a la aplicacion D(A) = det (AS) 
con B fija. QED 


Ejercicio 3.7.6 Probar la formula (3.17) utilizando la definicion 3.13 del determinante de una matriz. 

Teorema 3.7.4 La matriz A es invertible si y solo si det A yf 0. Ademas det(d _1 ) = (det A) -1 . 

Demostracion. Si A es invertible, entonces existe una matriz A~ l tal que AA~ 1 = I n . Por tanto, 
1 = det I n = det(dd _1 ) = det A det A~ l y asi det(A _1 ) = (det A) -1 . 

Reclprocamente si det A ^ 0, construimos la matriz cuyo elemento (i,j) es: 

1 , 




Calculemos AB. Tenemos, 


(AB)ij = AikBkj = —^—^—AikMjk(A). 


k = l fc= l 

Si * = j, utilizando el desarrollo del determinante por columnas (3.16), obtenemos, 

1 n A 0 f A 

(AB)u = V(-l ) i+k A ik M ik (A) = —— = 1 . 

v M det A^ [ 1 lk zky ’ det A 

fc = i 

Si i ^ j , entonces (AB)ij = 0 ya que es el desarrollo por columnas del determinante de la matriz A con 
la columna j reemplazada por la i, esto es con dos columnas iguales, y por tanto 0. QED 

La demostracion anterior nos ha proporcionado de paso una expresion explfcita de la inversa de una 
matriz: 

(A-% = -^—(-l) i+j Mji(A). (3.18) 


Proposicion 3.7.6 Calculo del rango de una matriz. El rango de una matriz A es igual al maximo 
de los ordenes de sus menores no nulos, donde llamamos menor de una matriz al determinante de una 
submatriz cuadrada y orden del menor al orden de la submatriz. 

Ejercicio 3.7.7 Probar la proposicion anterior. 

Proposicion 3.7.7 Regia de Cramer. Dado el sistema lineal de ecuaciones AX = B, si A es invertible 
su solucion es unica y es X = A~ X B. Explicitamente: 


an 


bi 


n 

021 


b 2 


U2 n 

Onl 


bn 

... , 

^nn 


an 


n 



021 


0-2n 



Onl 
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donde el vector B se halla en la columna i del determinante del numerador. 
Ejercicio 3.7.8 Probar la proposition anterior 3.7.7. 



TEMA 3. APLICA CIONES LINEALES 



Tema 4 


Formas canonicas de endomor 


mos 


Diagonalizacion. Autovectores y autovalores. Subespacios invariantes. Ecuacion carac- 
terfstica. Endomorfismos nilpotentes. Formas canonicas de endomorflsmos. Teorema 
de Cayley-Hamilton. Polinomio mmimo 


4.1 Diagonalizacion 


Sea V un K-espacio vectorial de dimension finita, IK = IR,C. Un endomorfismo de V, f £ End(K) es 
una aplicacion lineal de V en V. 

Sabemos que dada un base de V, B = {iq, . . . , u n }, se asocia a un endomorfismo / una matriz A , 
construida de la forma siguiente (ver 3.3.1): 

n 

f {,Ui) — 'y \ A — (ttij') = A(f, S') 

j=l 

Las columnas de A son las coordenadas de los vectores imagenes de la base B , expresadas en esta base. 
Si cambiamos de base: 

B = { Ui } —>B’ = {<} 

con matriz cambio de base P : 

n 

Ui = ^2 p ji u p P = (Pij) I det P 7^ 

i= 1 

la matriz A cambia a una matriz A! = M(f,B') dada por: 

A' = PAP- 1 . (4.1) 

La formula anterior corresponde a la formula (3.9) cuando la aplicamos al mismo cambio de bases tanto 
en el dominio como en el rango de /. 

Notese que si ambas bases estan referidas a una tercera (como por ejemplo, en el caso de IR", con las 
bases B y B' escritas en la base canonica): 

n n 

Ui = ^2 9ji e j, u'i = Qji e j ) j = l,...,n 
3=1 3=1 

se tienen dos matrices: 



f Qn ' 

•• Qln \ 


( «ii • 

Qln \ 

Q = 

\ Qnl ' 

Qnn J 

, Q' = 

l Qnl ■ 

Qnn J 


71 



72 


TEMA 4. FORMAS CANONICAS DE ENDOMORFISMOS 


en las que las columnas son las coordenadas de los vectores de las bases B y B' en la tercera base {e^}. 
La matriz de cambio de base es ahora muy sencilla: el cambio de base de 6 a {e.J viene dado por Q y el 
de {e.j} a B' por: (Q') _1 , luego el de B a B' es P = ( Q')~ 1 Q 

De acuerdo con estas ideas, el objetivo de este tema es encontrar una base B en la cual la matriz 
A(f,B) sea lo mas sencilla posible. 

Es muy facil persuadirse que si utilizamos cambios de bases diferentes en el dominio y en el rango de 
la aplicacion / es posible hallar una expresion para / de la forma 



(4.2) 


donde r es el rango de /. En efecto, basta tomar una base {ui, . . . , w s } del nucleo de / y extenderla a todo 
V, asf B = {wi, ... ,v r , Mi, . . . , m s }, con r = r{f) y r + s = dim V. Tomemos los vectores f(v i), . . . , f(v r ) 
que forman una base de im / y completemos dicha base lrasta obtener una base B' de V. Es obvio que la 
matriz asociada a / en estas dos bases es la descrita en (4.2). 

Por el contrario si estamos describiendo nuestro endomorfismo / desde una base dada, nos interesara 
averiguar como cambia la forma de sus matrices asociadas bajo las transformaciones (4.1). 

Diremos que dos matrices A y A' son equivalentes o conjugadas si existe una matriz invertible P 
tal que A' = PAP -1 . Dicha relacion es de equivalencia. Desde un punto de vista asociado a la teoria 
de grupos la relacion anterior corresponde a la conjugation por el grupo general lineal GL(n, IK) en el 
conjunto de matrices M n ( IK). El problema que estamos planteando consiste en buscar un elemento lo 
mas sencillo posible en la orbita de A bajo la action por conjugation del grupo general lineal. 

El problema de determinar formas canonicas de endomorfismos consiste en describir el espacio cociente, 
esto es las clases de equivalencia, del conjunto de matrices con respecto a la relacion de equivalencia 
anterior. 


4.1.1 Matrices diagonales 


Definition 4.1.1 Una matriz diagonal A £ M n (JK) tiene todos sus elementos cero salvo los de la diag- 
onal: 

l ail 

A = 


Una matriz diagonal A queda definida por las formulas: 


| 0 si i yt j 
\ an si i = j ’ 


o equivalentemente A i3 = auSij, y la represent aremos habitualmente como A = diag(an, . . . ,a nn ). 

Aceptaremos que esta es la forma mas sencilla de escribir un endomorfismo en una base adecuada. 
Sin embargo no siempre es posible encontrar un base en la cual el endomorfismo en cuestion venga 
representado por una matriz diagonal. En este caso, nos veremos obligados a contentarnos con una 
representation tambien sencilla (forma canonica de Jordan) pero no diagonal. 


Definition 4.1.2 Diremos que un endomorfismo f es diagonalizable si existe una base del espacio vec- 
torial tal que la matriz asociada a f en dicha base es diagonal. 


De manera analoga podemos decir que una matriz es diagonalizable si existe una matriz equivalente 
a ella que es diagonal. 


Ejemplo 4.1.1 Consideremos la matriz A = 


1 1 
0 1 


. Estudiemos como cambia bajo conjugation. Si 


P = 


a b 
c d 


es una matriz invertible ad — be ^ 0, entonces A' = P X AP es, 


A' = 


1 


d -b 

ad—bc\~c a 


1 1 
0 1 


a b 
c d 


1 


ad — be 


ad+ dc — be 


d 2 

ad — be — cd 
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Por tanto A sera diagonalizable solamente si c = d = 0 lo cual es imposible ya que P ha de ser invertible. 

Ejercicio 4.1.1 Probar que el operador D en el espacio de polinomios no es diagonalizable. Probar que 
cualquier operador diferencial en el espacio de polinomios no es diagonalizable. 

Ejercicio 4.1.2 Probar que si / es diagonalizable cualquier potencia de / tambien lo es. 

4.2 Autovalores y autovectores 

En la description de un endomorfismo juegan un papel crucial los vectores cuya imagen por / es propor- 
tional a ellos mismos. 

Definicion 4.2.1 Sea f G End(P). Se dice que A G IK es un autovalor (valor propio) de f si existe un 
vector v G V, v ^ 0 tal que: 

f(v) = Au. (4.3) 

En este caso, se dice que v es un autovector (vector propio) de f con autovalor A. 

Es evidente que cuantos mas autovectores encontremos para un endomorfismo, mas facil result ar a 
describirlo. Asi para el endomorfismo identidad todos los vectores son autovectores con autovalor 1. 

Definicion 4.2.2 El espectro de f es el conjunto de sus autovalores: 

a (/) = {A G IK | A autovalor de /}. 

Notese que dado un autovector, existe un unico autovalor asociado a el (obviamente), pero a cada 
autovalor puede corresponderle mas de un autovector. 

Ejemplo 4.2.1 Considerese el endomorfismo / clefinido en un espacio vectorial V de dimension 3 a 
traves de la asignacion: 

f(vi) = Vi + v 2 + v 3 , f(v 2 ) = v 2 + V3, f(v 3) = v 3 , 

donde V\ , v 2 , v 3 forman una base de V. Si resolvemos la ecuacion f(u) — Xu, encontramos que necesari- 
amente A = 1 y u = V3. Por tanto a(f) = {1}. 

Ejercicio 4.2.1 Probar que si f r = 0 para algun r > 0, entonces <j(/) = {0}. 

Ejercicio 4.2.2 Probar que si / 2 = / y / 0, entonces cr(/) = {1, —1}. 

Dado un endomorfismo / diremos que un subespacio W es invariante si f(W) C W. 

Proposition 4.2.1 Sea f G End(K). Para cada autovalor A, se define el conjunto: 

V\ = {v eV \ f(v) = Au}. 

Se tiene que V\ es un subespacio de V invariante bajo f. El espacio V\ se puede definir como: 

V\ = kcr (/- Aly), 


donde ly es la aplicacion identidad en V . 

Demostracion. La demostracion es evidente. La combination lineal de autovectores correspondi- 
entes a un mismo autovalor es un autovector de ese autovalor. Y por supuesto, f(V\) C V\ ya que si 
v G P A , /(/(«)) = /( Xv) = X f(v). ' QED 

La proposition anterior (4.2.1), nos dice que los espacios de autovectores son invariantes. No todo 
subespacio invariante de V es de este tipo. 

El siguiente resultado establece la relation que existe entre los subespacios invariantes Pa- 
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Proposicion 4.2.2 Si Ai,...,A r son autovalores distintos de f £ End(C), la suma de los subespacios 
V\ t , i = 1 , . . . , r es directa. 

Demostracion. Basta probar que si un vector pertenece a la suma de estos subespacios, se puede 
escribir de forma unica como suma de vectores cada uno en un subespacio. Sea v € V\ 1 + • • • + V\ r , 
v = Vi + ■ ■ ■ + v r , con Vi € V\ t . Probar la unicidad de la descomposicion es equivalente a probar que si 
v = 0, cada uno de los vectores Vi es cero. Lo hacemos por induccion en r. Sea r = 1. El resultado es 
inmediato. Supongamos que es cierto para r — 1. Tenemos, (para r): 

tq H + v r = 0 

Aplicando / a los dos miembros de esta igualdad: 

f(v l) H f f(v r ) = 0, 

y como Vi es un autovector de autovalor Ap 


Arrq X r v r — 0, 

de donde, restando la ecuacion anterior multiplicada por A r : 

(Ai — A r )iq + • • • + (A r _i — A r )u r _r = 0. 

Pero alrora estamos en las condiciones del caso r — 1, por lo tanto: 

(Aj - X r )vi = 0, i = 1, . . . ,r — 1. 

Al ser todos los autovalores A,; distintos, los vectores iq son cero (* = 1, . . . , r), lo que implica que v r = 0. 
Luego la suma es directa (lo que lleva, en particular, a que las intersecciones entre estos subespacios se 
reduzcan a {0}). QED 

Notese que el subespacio correspondiente al autovalor 0 es el niicleo de /. Por tanto un endomorfismo 
/ sera invertible si y solo si el cero no esta en su espectro. 


4.3 Subespacios invariantes y matrices 

Si se tiene un subespacio invariante de un endomorfismo (del tipo V\ o cualquier otro), en bases adaptadas 
a este subespacio las matrices que representan al endomorfismo tienen una forma especial. 


Proposicion 4.3.1 Sea f £ End(E) y W C V un subespacio de V invariante bajo f. Entonces, existe 
un base de V, B. en la que la matriz de f tiene la forma: 


A{f,B) 


' A 

B ' 

0 

C _ 


Demostracion. Sea Bw una base de W que se amplia a una base de V. En esta base, la matriz 
es la dada en la proposicion, porque las imagenes de los vectores de la base B\y estan contenidas en el 
subespacio W que es invariante, por tanto sus coordenadas sobre el resto de la base B son cero. QED 

Cuando se dispone de un subespacio invariante bajo /, es posible definir una aplicacion lineal obtenida 
a partir de / del espacio cociente V/W en si mismo: 

/: V/W — » V/W 

v + W i — > f(v) + W 

La aplicacion / esta bien definida y es lineal (debido al caracter de subespacio invariante de W). Sea 
Bw = {«q, • • • , w r } una base de IE y B = {uq, . . . , w r , u\, . . . , u s } la base ampliada de V. Como hemos 
visto en temas anteriores, una base del espacio cociente V/W es: By/w = { u i + W \ i = 1, . . . , s}. En la 
base B , la matriz de la aplicacion / es la dada por el teorema, es decir: 
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r 


f(Wi) 

i 

1 ! 


f{uk) 

r s 

= J2 b 3kU>3 +^2 C JkUj, k= 1 ,.. 
3=1 3=1 

.,S 


con lo que la matriz de la aplicacion / en la base By/w es: 

r s s s 

f(u k + W) — f(u k ) + W = ^2 bjkWj + ^2 c jkUj + W = ^2 c jkUj + w = ^2 c jk(uj + w) 

3 = 1 3 = 1 i =1 3 = 1 


Por lo tanto, la matriz de / en la base By/w es igual a C. 

Si el subespacio W en el teorema anterior tiene dimension r, entonces A £ M r ( IK), C £ M n _ r ( K) y 
B G M rx („_ r ) (IK). Si IP es un subespacio invariante puede ocurrir que exista un suplementario U que 
tambien sea invariante. En tal caso la proposition anterior nos dice que existe una base tal que la matriz 
asociada a / tiene la forma: 


' A 

0 

0 

C 


Todavia mas. Si V se puede descomponer como una suma directa de subespacios invariantes W t , i = 
1, . . . , N, V = W\ © • • • © Wn, f(Wi ) C Wi, entonces podemos construir una base tal que la matriz 
asociada a / tiene la forma: 


A = 



\ 


\ 


An / 


y el orden de la matriz A t es la dimension de Mq . Tales matrices se dira que son diagonales por cajas. 


4.3.1 Diagonalizacion de endomor ^Imos y matrices 

El siguiente teorema establece una condition necesaria y suficiente para la existencia de una base en la 
que el endomorfismo / viene representado por una matriz diagonal, es decir, una condition para que / 
sea diagonalizable. 


Teorema 4.3.1 Sea f £ End(P). / es diagonalizable si y solo si existe una base de V formada por 
autovectores de f. 


Demostracion. Si existe una base de autovectores: B = {iq, . . . ,u n }, sus imagenes mediante / son 
f(ui) = AiUi, i = 1 , . . . ,n, por lo que la matriz asociada es: 


/ 


A(f,B) = 


Y en sentido contrario es igualmente sencillo. Si la matriz asociada es diagonal, los elementos de la 
diagonal son justamente los autovalores, y los vectores de la base los vectores correspondientes. QED 
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4.4 La ecuacion caracteristica 


4.4.1 Calculo de autovalores y autovectores 

Sea / € End(V), y B una base de V. Sea A la matriz asociada a / en la base B. Los autovalores y 
autovectores de / se pueden calcular en la base B en la forma siguiente: 

/0) = Xv, 


implica que 


Av = Xv, 


donde v es el vector de IK" que representa a v £ V en la base B. Resolver esta segunda ecuacion es 
equivalente a resolver el sistema homogeneo de ecuaciones: 


(A - X I)v = 0. 


(4.4) 


Este sistema poseera soluciones no triviales si y solo si 


det(A — XI) = 0, 


(4.5) 


tal y como mostramos en el capitulo anterior. 

La ecuacion anterior, (4.5), se denomina la ecuacion de autovalores o ecuacion caracteristica, y nos 
permite encontrar los autovalores de un endomorfismo como raices del polinomio det(A — XI). Para cada 
solucion de esta ecuacion, se calcula el (o los) autovector correspondiente usando de nuevo la ecuacion 
(4.4). 


4.4.2 El polinomio caracteristico de un endomor ^Imo 

Sea A £ M n (K). Se define el polinomio caracteristico de A como: 

Pa{ X) = det(A — XI) (4-6) 

Es un polinomio de grado n y el coeficiente del termino de mayor grado es (—1)”. 

Sea / € End(E). Se define el polinomio caracteristico de / como el polinomio caracteristico de la 
matriz de / en cualquier base y lo denotaremos por pf. En efecto, es muy sencillo demostrar que el 
polinomio no depende de la base ya que: 

det(A' - XI) = det(PAP~ 1 - XI) = det(P(A - A/)P _1 ) = det(A - XI) 

donde A! es la matriz de / en otra base y P es la matriz de cambio de base. 

De acuerdo con la ecuacion de autovalores se tiene: 


Proposicion 4.4.1 A € IK es autovalor de f si y solo si X es raiz del polinomio caracteristico, es decir, 

Pf{ A) = 0- 

Ejercicio 4.4.1 Probar que si el polinomio caracteristico no posee termino independiente el endomor- 
fismo no es invertible. 


Ejemplo 4.4.1 Notemos que si / es un endomorfismo de un espacio vectorial V complejo tal que en 
una cierta base su matriz asociada A tiene coeficientes reales, A £ M n ( IR), entonces si A es un autovalor, 
tambien lo sera A. 

Dada una raiz del polinomio caracteristico, existen dos numeros asociados a ella: uno es la multi- 
plicidad algebraica como raiz de ese polinomio. El otro es la dimension del espacio invariante V\. A 
este ultimo lo llamaremos multiplicidad geometrica. Es decir, la multiplicidad geometrica de una raiz del 
polinomio caracteristico es la dimension de ker(/ — Aly). En general estos dos numeros son distintos. 
Pero se tiene: 
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Proposition 4.4.2 Sea f £ End(E), A G IK raiz del polinomio caracteristico de f, p/(A). Entonces, la 
multiplicidad algebraica de A es mayor o igual que la multiplicidad geometrica de A. 

Demostracion. Sea Ao € IK una rafz del polinomio caracteristico, pf( Ao) = 0 y sea V\ 0 el subespacio 
invariante asociado a Ao- Construimos una base de V\ 0 y la ampliamos a una base de V. La matriz de / 
en esta base es, como ya sabemos, Prop. (4.3.1): 


' A 

B ' 

0 

C 


Es facil probar que el polinomio caracteristico de / es el producto de los polinomios caracteristicos de A 
y C, debido a las propiedades de los determinantes: 

p f { A) = det(A - XI) det(C - XI) 

Pero A es una matriz diagonal (porque la base de V\ 0 esta formada por autovectores de /), y su polinomio 
caracteristico es: (Ao — A) s , donde s = dim V\ 0 , que es la multiplicidad geometrica de Ao: 

p f ( A) = (A 0 - A) s det(C- XI) 

Por tanto, la multiplicidad algebraica de Ao es mayor o igual que la geometrica (= s). QED 

Consecuencia de estos resultados es el siguiente teorema, que da un criterio suficiente para la diago- 
nalizacion de un endomorfismo (o una matriz): 

Teorema 4.4.1 Si f £ End(P), dimP = n, tiene polinomio caracteristico con n raices distintas, en- 
tonces f es diagonalizable. 

Demostracion. El espectro de / es: a(f) = {Ai, . . . A„}, con todos los autovalores A i distintos. Los 
autovectores correspondientes son l.i., pues estan en subespacios invariantes distintos, luego forman una 
base de V, y por tanto / es diagonalizable. En este caso: 

V = P\i © • * ; ffi V\ n . 

Las multiplicidades algebraica y geometrica coinciden para cada autovalor y son iguales a 1. QED 

La condition anterior no es una condition necesaria para la diagonalizacion. En efecto, la matriz 
diag(A, . . . , A) es diagonal y todos sus autovalores coinciden. 

4.5 Formas canonicas de endomor ^Imos nilpotentes 

Como paso previo al estudio de las formas canonicas de endomorfismos de un espacio vectorial V de 
dimension finita sobre C, estudiaremos en primer lugar las de los endomorfismos nilpotentes. La razon 
esta en que el estudio de estos endomorfismos se puede lracer sobre los subespacios invariantes de V, 
asociados a un autovalor (aunque no esten formados unicamente por autovectores), y en ellos, los en- 
domorfismos (/ — Aly) son nilpotentes. El limitarse a C viene dado por la propiedad de ser un cuerpo 
algebraicamente cerrado (propiedad que no tiene IR, recorclad 1.5.3). Esta propiedad lrace que la suma 
de las multiplicidades algebraicas de las raices del polinomio caracteristico sea igual al grado de este 
polinomio es decir a la dimension del espacio V, lo que sera decisivo en la construction de las formas 
canonicas que nos proponemos estudiar. 

Definition 4.5.1 Sea f £ End(C). Se dice que f es nilpotente de grado r, si f r = 0 y / r_1 ^ 0. 

Los autovalores de un operador nilpotente son todos iguales a cero: 

f(v) = Aw => 0 = f r (v)v = X r v X = 0 

por lo que un operador nilpotente no es diagonalizable, a no ser que sea igual a 0. Sin embargo, para cada 
operador nilpotente existe una base en la cual este adopta una forma particularmente sencilla. Antes de 
discutir la situation general estudiemos brevemente que ocurre con un endomorfismo nilpotente de grado 
2, esto es, f 2 = 0. 
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Ejemplo 4.5.1 Si f 2 = 0, resulta evidente que im / C ker /. En efecto, si v = f(u), entonces f(v) = 
f 2 (u) = 0. Supongamos que el rango de / es r. Entonces, dim ker / = n— r, donde n = dim V, y r < n—r. 
Sea {ui, . . . , u r } una base de im /. Ampliemos esta base hasta obtener una base de ker /, esto es anadimos 
los vectores tt r +i, • . . , u n - r . Tomemos vectores anti-imagenes de los Ui, . . . , u r que denotaremos por Vi, 
esto es f(v i) = ui , . . . , f(y r ) = u r . El conjunto {iq, . . . , u r ,u r + 1 , . . . , u n - r , v\, . . . , v r } es una base de V. 
En dicha base la matriz A que representa a / tiene la forma: 


A = 


' 0 

0 

It ' 

0 

0 

0 

S 0 

0 

0 


Es posible reordenar los vectores de la base como {wi, v \, . . . , u r , v r , u r+ i , . . , , tt n _ r } y entonces la ex- 
presion de la matriz asociada es: 


( 0 1 

0 0 


\ 


A = 


0 1 
0 0 

0 


V 


0 J 


Un endomorfismo / tal que f 2 — 0 e im / = ker /, se dice que es un endomorfismo vertical. 


Teorema 4.5.1 Todo operador nilpotente f G End(V) induce una descomposicion del espacio V en 
subespacios invariantes. En cada uno de ellos se puede encontrar una base en la que el endomorfismo 
restringido a ese subespacio tiene como matriz la siguiente: 


Demostracion. 

f k , k = 0,l,...,r: 


/ 0 1 0 0 • • • 0 \ 

0 0 1 0 ••• 0 

0 0 0 0 ••• 1 

V 0 0 0 0 • • • 0 / 

Sea / € End(E), f r = 0. Construimos los espacios imagenes de los operadores 
Uk = im/ fc = f k (V) 


es decir: 

U 0 = V,Ui = f(V ), . . . , U r —\ = f '-\V), U r = {0}, 
que estan contenidos unos en otros formando un cadena de subespacios: 


{0} = U r C U r —\ C---CU!CU 0 = V. 
Notese que /(?7j_i) = Ui y que, por tanto, f(U r - 1 ) = {0}, es decir: 


U r - i C ker /. 


Sin embargo, no tienen porque ser iguales. 

Construimos una base del subespacio mas pequeno no trivial, U r ~ i y la ampliamos a una base del 
subespacio siguiente y asi sucesivamente. Sea d r - 1 = dim?7 r _i y una base de U r -i'- 
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Todos estos vectores son anulados por /: 

= 0,i= 1, . . . , d r -i 

A1 ser el subespacio U r -i la imagen mediante / del subespacio U r - 2 , para cada vector de esta base 
cle U r -i existe un original (o varios) en U r - 2 , es decir, existen vectores: 

„,(r- 2 ) (r- 2 ) 


tales que: 




/(«i r 2) ) = «| T 1} , * = 1,- . .,dr-l 


Podemos demostrar que todos estos vectores estan en U r _2 (pues {7 r -i C 171.-2) y que son linealmente 
independientes. Para ello construyamos una combinacion lineal e igualemosla a cero. 


E( c 

2=1 


4 r-1) + M (r - 2) ) = 0 


y aplicando /: 


E ( a if( U i r 1} ) + A/( U i r 2) )) = 0 
2=1 

Como los vectores u\ r ~^ e f/r-i G kcr / y f(u[ r ~ 2 ' > ) = se tiene: 

E Pi U t~ l) = 0 

i=l 

que es una combinacion lineal de vectores de una base igual a cero, luego los coeficientes son nulos: 

(3$ — 0 , % — 1 , . . . d r — 1 


De manera inmediata se prueba que tambien los coeficientes on son todos iguales a cero. 

Este conjunto de vectores linealmente independientes en U r -2 se puede ampliar a una base de este 
subespacio: 


,(r-l) 


(i — 1) (r- 2) 

> U dr-i ’ U 1 - 


(r-2) (r— 2) 

»«d r . 1 + l * 


(r-2) I 


donde s r -2 = d r -2 — d,—i- 

En principio, los vectores vj r 2 ' > se pueden elegir con cierta arbitrariedad. Podemos usar esta para 

(t—2) 

escogerlos en el nucleo de /. Las imagenes de estos vectores v\ estan en U r -i, luego se pueden escribir 
en una base de este espacio: 


d r - 1 


/(' 


,(r— 2) \ _ 


) = ^ dikU { -' 1} , k = d r - 1 + 1, . . • , s r - 2 


con lo que los vectores: 


d r - 1 

ut 2) = v k~ 2) ~ E A‘*fc U i r_2) > = d r-l + 1, • • • , Sr— 2 
2 = 1 

estan en el nucleo de /. En efecto: 

di — 1 

/(4 r “ 2) ) = /(4 r_2) ) - E Fikf{u { f~ 2) ) = 0, k = d r - 1 + 1, . . • , S r — 2 
2=1 
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pues: f(u\ r 2 ^) = u[ r No es diffcil comprobar que estos vectores son tambien l.i. con el resto y que 
por tanto tenemos una base de U r - 2: 


u 

u 


(r- 1 ) 

1 > 

(1 — 1 ) 

■•> u d r J 

(r- 2 ) 

,>-2) 

1 5 • • 

• > U d r -1 


u 


(r-2) 
•Sr — 2 


que verifica: 


/o 


,(r-l)\ — 


) = 0, /(u r^) - 


( r ~ 2 )\ _ „( r - 1 ) 


, /o 


r- 2 ), _ 


) 0 , i 1 , • • • , j d r -i A 1 ; • • • , s r — 2- 


Esta misma construccion se puede liacer en t/, — 3. Como LC-2 C U r - 3 y f{U r -z) = U r _ 2, existen 
vectores u\ r ~ 3 ^ € [/ r - 3 tales que: 


ft { r ~ 3)\ (1 — 2) ■ 

f{u\ ’) =u\ " 


, t — 1 , • • • , S r —2 


Estos vectores forman con los anteriores un sistema de vectores de L/ r _ 3 que es linealmente independiente. 
Se amplia a una base de f7 r _3 usando vectores en ker /. Todas estas cuestiones se demuestran de la misma 
forma que se hizo en el paso anterior. 

Y asi sucesivamente lrasta acabar la cadena. De esta forma, construimos una base del espacio V que 
podemos ordenar como: 


(r- 1 ) 

u\ .. 

(r-1) 

• » U dr-1 » 




(r-2) 

u\ \ .. 

(r-2) 

• » Udr-x » • ' 

(r-2) 

", <- 2 , 



(r— 3 ) 

u\ .. 

(r— 3 ) 

• > > • ' 

(r— 3 ) 

<- 2 , •• 

(r— 3 ) 

-, « 8 r _3 , 


(0) 
U 1 , 

(0) 

", u d r _^ ■' 

(0) 

-, Ms/- 2, 

(0) 

-, Ws/-3, • 

(0) 
■ • , V>s 0 


Las propiedades mas importantes de esta base son: en cada columna, f(u j^) = u^ +1 \ Por tanto, 
los vectores de cada columna generan un subespacio de V invariante bajo /. El espacio total V es suma 
directa de todos ellos. El primer vector de cada columna esta en ker /, es decir, es un autovector de / 
(los demas no son autovectores) : 

v = r, 0 • • • ® i:, 0 

Como todos los espacios son invariantes, la matriz esta formada por cajas (cuadradas) en la diagonal: 



( Al 

0 

0 ••• 

0 \ 


0 

A2 

0 ••• 

0 

A = 






l 0 

0 

0 ••• 

A . 0 / 

Cada caja Ai tiene la siguiente forma. 

. La base de V t es: 


{u 

( r—k ) 
i ’ 

(r-k- 

u \ 

-1) 

(O)-I 


y como: 

f(Ui ] ) = u\ J+1 \ f{u ( r k) ) = 0 

la caja i (correspondiente al subespacio =V*) es: 

/ 0 1 0 0 • • • 0 \ 

0 0 1 0 ••• 0 


0 0 0 0-1 

V 0 0 0 0 • • • 0 / 
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como se deci'a en el enunciado del teorema. El orden de cada caja coincide con la dimension de los 
subespacios Vi. QED 

Notese que todas las cajas corresponden al mismo autovalor, 0, el unico que tiene el endomorfismo 
nilpotente. El orden de la primera caja es r, el orden de nilpotencia del endomorfismo. El orden de las 
demas cajas es menor o igual ary hay que calcularlo en cada caso. 

Esta forma de la matriz del endomorfismo nilpotente / se llama forma canonica de Jordan de /. 

Ejemplo 4.5.2 Sea / € End(E), V = IR 4 . Supongamos que la matriz de / en la base canonica es: 

/ 0 0 1 1 \ 

. _ 0 0 0 1 
A ~ 0001 
\ o o o o / 

y que deseamos lrallar una base en la cual / tenga la forma canonica del teorema anterior. Calculemos 
las potencias sucesivas de esta matriz: 


/ 0 0 0 1 \ 

0 0 0 0 

0 0 0 0 ’ 

V o o o o / 


A 3 = 0 
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y ahora calculamos una base de U\. El primer vector de la base es tal que f(u^) = . Entonces: 


/ z + t ^ 


( 1 \ 

t 


0 

t 


0 

\ 0 ) 


l o / 


por ejemplo: 

(°\ 

u { i ] = \ 

v ° y 

Alrora deberfamos ampliar este conjunto {u^, } a una base de JJ\. Pero ya lo es. Solo nos queda 

Uq. Buscamos un vector de Uq = IR 4 , u ^ tal que f(u^) = 


/ z + t \ 


( 0 \ 

t 


1 

t 


1 

V 0 y 


^ 0 / 


por ejemplo: 

( °\ 

( 0 ) 0 

u i = _! 

V 1/ 

y completamos la base con un vector de kcr /, l.i. con los anteriores. Las ecuaciones de ker f son z = t = 0. 
Elijamos: 

(°\ 


,( 0 ) 


1 
0 

V 0 / 


y por la tanto, la base de todo el espacio es: 


(2) 

U ) = 


uW = 


,( 0 ) 


/ 1 \ 

0 
0 
0 
0 
1 
1 

-1 

V i/ 


( 0 ) 

u\ = 


o 

V o y 


Hay dos subespacios invariantes: 
Ij = lin | 


0 

l V o y 


Vo/ 


/ 0 \ 1 

-J 

V i/J 


e 2 = 


0 

V o y j 


> . 


Las cajas correspondientes en la matriz son: 

Pi - 


0 10 
0 0 1 
0 0 0 


v 2 - ( 0 ) 
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y la forma canonica de la matriz es: 


/ 0 1 0 0 \ 

0 0 10 

0 0 0 0 

\ 0 0 0 0 / 


La matriz de cambio de base (de la encontrada 


a la inicial) esta formada por los vectores de la base: 


y se tiene por tanto: 


/ 1 0 0 0 \ 

0 1 0 1 

0 1-10 

\0 0 10 / 

A = PJP- 1 


4.6 Formas canonicas de endomor "smos 


Veamos ahora como podemos encontrar para un endomorfismo cualquiera un forma canonica similar a la 
anterior, la forma canonica de Jordan de un endomorfismo. 

Para ello, lo primero es descomponer el espacio en una serie de subespacios, a cada uno de los cuales 
se asocia un endomorfismo nilpotente cuya forma canonica conocemos. 

Definicion 4.6.1 Sea f £ End(V), A £ a (/) C IK. Se dice que el vector v £ V, v / 0 es un vector 
propio generalizado de V si existe un entero positivo r tal que: 

(f-xi v y v = o 

Los vectores propios generalizados no son en general autovectores, aunque todo autovector es un 
vector propio generalizado (con r = 1). 

Definicion 4.6.2 Se definen los espacios invariantes generalizados como: 

N\ = {v £ V | 3r > 0, (/ — Xly) r v = 0} 

Se tiene el siguiente resultado sobre las propiedades de estos espacios. 

Proposicion 4.6.1 Con las notaciones anteriores, 

i. N\ es un subespacio vectorial de V 

ii. f — Aly es nilpotente en N\: [(/ — Aly)| w J = 0 para algun entero positivo r. 
in. N\ es invariante bajo f. 

Demostracion. La primera propiedad es muy sencilla de probar. Si v\ y V 2 son dos vectores de N\ 
que son anulados por / — Aly elevado a las potencias rq y r 2 respectivamente, cualquier combination 
lineal de estos vectores es anulada por ese operador elevado al mayor de ri y V 2 - En cuanto a la segunda, 
basta considerar los exponentes que se necesitan para anular los vectores de una base de N\ y coger el 
mayor de todos ellos. Finalmente, la tercera se prueba como sigue. Sea v £ N\,con: 

(/- Aly) r t> = 0 

para algun entero positivo r. Como / — Aly conmuta con /, se tiene: 

/((/ - Aly/u) = 0 => (/ - Al v) r f(v) = 0 

y por tanto, N\ es invariante bajo /. QED 

El punto mas importante es que estos espacios invariantes generalizados forman una suma directa. Y 
no solo eso. Si el cuerpo es algebraicamente cerrado (por ejemplo C, o si se trata de IR, si todas las rafces 
del polinomio caracterfstico estan en IR) la suma directa de estos espacios cuando se consideran todos los 
autovalores es igual al espacio total. 

Probaremos un resultado preliminar. 
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Proposicion 4.6.2 Si pi £ IK, pi ^ A, entonces la restriction de f — pi ly al subespacio N\, (/ — A* 1 ) I iv A 
tiene inverso. 

Demostracion. El subespacio N\ es invariante bajo f — pi ly. Veamos que el niicleo de (/ — Pl^v)\n x 
es igual a {0}, o lo que es lo mismo, (/ — pily)0 N\ = {0}. Sea v G N\ tal que (f — pily)v = 0. Aplicando 
/ — Aly a v : 

(/ - A)(v) = f(v) - Xv = (pi- \)v 

Si v = 0 la aplicacion es inyectiva. Si v ^ 0, entonces es un autovector de / — Aly con autovalor pi — A. 
Pero / — Aly es nilpotente en N\, de donde pi = A en contra de la hipotesis. QED 

Como ocurria con los subespacios V\, los subespacios N\ asociados a autovalores distintos, forman 
una suma directa. 

Proposicion 4.6.3 Sean Ai, . . . , A m autovalores de f distintos. Entonces, los subespacios N\ x , . . . , N\ m 
forman una suma directa. 

Demostracion. Como en el teorema para los subespacios V\, lo haremos por induccion en to. Para 
to = 1 es trivialmente cierto. Supongamos que es correcto para to — 1. Para el caso to, consideremos la 
suma: 

Vi~\ b v m = 0, Vi e N Xi , i = 1, . . . ,TO 

y demostremos que cada u, es igual a 0. Para ello, como v m € N\ m , existe un entero positivo s tal que: 

(/ A m ly) s u m = 0 


Aplicando a la suma de u, este operador: 


(/ — A m ly) s ui + ••• + (/ — \ m lv) s v m -i — 0 

que es el caso to — 1 (recordando que los espacios N\ t son invariantes). Por la hipotesis de induccion: 

(/ - A m ly) s Uj = 0, i = 1, . . . , to - 1 

Pero hemos demostrado que el operador / — A m ly era inyectivo en N\ t , con * = 1, , . . , to — 1 por ser los 
autovalores distintos. Por tanto, Vi = 0, i = 1, . . . , m — 1, lo que implica que tambien v m = 0. QED 
Hemos visto que la multiplicidad geometrica de un autovalor, la dimension del subespacio V\, era 
siempre menor o igual que la algebraica. Para los subespacios N\ se tiene el siguiente resultado. 

Teorema 4.6.1 Si n\ 0 es la multiplicidad algebraica de Ao € cr (/), 

dim N\ 0 = n\ 0 

Demostracion. Al ser N\ 0 un subespacio invariante bajo /, podemos definir la restriccion de / a 
este subespacio, / = /|tv Ao y la aplicacion inducida en el espacio cociente V/N\ 0 , f. Hemos estudiado 
la forma que toma la matriz de / en una base adaptada a al subespacio N \ 0 , lo que implica que los 
polinomios caracteristicos de estas tres aplicaciones estan relacionados por: 

PfW =PfWPfW 

El grado de Pf(\) es la dimension del subespacio N \ 0 , por tanto, si: 

dim N\ 0 < n\ 0 

entonces, Ao es raiz de pj( A), es decir, autovalor de /, de donde existe un autovector vo + N\ 0 G V/N\ 0 : 

f{v o + N\ 0 ) = f(y o) + N\ 0 = XqVq + N\ 0 


es decir: 


(/ — Aly)(«o) G N\ t 
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Esto quiere decir que existe un entero positivo, s tal que: 

(f-\iv) s+ 1 (v 0 ) = o 


y por lo tanto, 

vo € N\ 0 =>• vo + N\ 0 = 0 

lo que es contradictorio con el caracter de autovector. Por lo tanto, al ser dimiVA 0 < n\ 0 , como ya 
habfamos demostrado anteriormente, concluimos que ambas son iguales. QED 

En cada uno de los espacios JV\, / es igual a un endomorfismo nilpotente mas la aplicacion identidad 
por A: 

f\N x = g\ + Al n x 

Como hemos demostrado la existencia de un base donde g\ toma la forma canonica de Jordan, 
esta claro que en esa base / sera la forma canonica de Jordan de un endomorfismo nilpotente mas la 
aplicacion identidad por el autovalor correspondiente. Esta sera la forma de Jordan del endomorfismo 
/. Para acabar, solo nos queda probar que la suma de los subespacios N\ cubre todo el espacio V. Esto 
solo es cierto si las rafces del polinomio caracteristico estan en el cuerpo IK (los factores irreducibles 
del polinomio tienen grado 1). El resultado es cierto en C siempre y en IR si no hay rafces complejas. 
Enunciamos el teorema para C. 


Teorema 4.6.2 Sea V un (C-espacio vectorial de dimension finita n. Sea f € End(P) y a(f) = 
{Ai,...,A m } el espectro de f. Existe una base de V en la cual f tiene la forma canonica de Jordan: 


diagonal por cajas y cada caja del tipo: 

( A 

1 

0 

0 • ■ 

0 \ 


0 

A 

1 

0 • ■ 

■ • 0 


0 

0 

0 

A •• 

'• 1 


V o 

0 

0 

0 • ■ 

• w 


Tengase en cuenta que a un solo autovalor pueden estar asociadas varias cajas. 
Demostracion. Por ser C un cuerpo algebraicamente cerrado: 


n = m + • • • + n m 


donde rq es la multiplicidad algebraica de A *. Los subespacios invariantes generalizados N\ 1 ,. . . ,N\ m 
asociados a los autovalores de / forman una suma directa. Pero 


dim(fV\i © • • • © N Xm ) = n\-\ n m = n 


luego: 


V = N Xl ©•••©JV Am , 


y en cada subespacio se tiene el resultado demostrado anteriormente. 


QED 


En espacios vectoriales reales puede ocurrir que: n ! + ••• + n m < n y no se pueda poner la matriz en 
la forma canonica de Jordan. Sin embargo, si se pasa a un espacio vectorial complejo, es posible lracerlo. 

Si los endomorfismos nilpotentes / — Aly son cero, el endomorfismo es diagonalizable. En caso 
contrario no lo es. 


4.7 El teorema de Cayley-Hamilton 

Si q( A) es un polinomio con coeficientes en K y / G End(V), donde V es un IK-espacio vectorial de 
dimension finita, se puede clefinir el endomorfismo q{ A): 

q{ A) = a m X m + • • • + cqA + ao — * q(f) = a m f m + • • • + a\f + aoly 
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Los operadores 1 y, , f m no pueden ser todos independientes (para m suficientemente grande ya que 
dimEnd(E) = n 2 ) y por tanto existe una combination lineal, con coeficientes no todos nulos, igual a 
cero. Es decir, existe q{ A) tal que q(f) = 0. 

El teorema de Cayley-Hamilton establece la existencia de un polinomio cle grado n = dim E que anula 
al endomorfismo. 

Teorema 4.7.1 Sea V unO-espacio vectorial de dimension finita y f £ End(E). Entonces, el polinomio 
caracteristico de f anula a f : 

PfU) = 0 

Demostracion. Si n = dimE y / = g + Aly, donde g es un endomorfismo nilpotente de una caja, 
el polinomio caracteristico es: (Ao — A)", que anula a /: 

Pf(f) — (Aolv ~ f) n = (Aoly — g - Aoly)” = (— g) n = 0 

Sea afiora / un endomorfismo arbitrario de E. De acuerdo con la forma canonica de Jordan, en 
cada caja / tiene la forma anterior, y el polinomio caracteristico de / es el producto de los polinomios 
caracteristicos asociados a cada caja. Si /,; = /|jy 4 , el polinomio caracteristico en N z anula a fp. 

PR ( fi ) = o 

lo que implica que el polinomio caracteristico de / anula tambien a las restricciones fi y por lo tanto a 
/ (al ser suma directa). QED 

El resultado es tambien cierto en IR, incluso aunque el polinomio caracteristico tenga raices complejas 
y no exista una forma canonica de Jordan. 

4.8 Polinomio mmirno 

De acuerdo con el teorema de Cayley-Hamilton, el polinomio caracteristico anula a /. Sin embargo, no 
es, en general, el polinomio de menor grado entre los que anulan a /. 

Proposition 4.8.1 El conjunto 2/ = {<7 G IK [A] | q(f ) = 0} es un ideal en IK [A]. 

La demostracion es inmediata. 2/ es no vacio al contener al polinomio caracteristico. 

Todos los ideales en IK [A] son principales, por lo que existe un polinomio de grado minimo en 2 f y 
todo otro polinomio del ideal es miiltiplo de este. 

Definition 4.8.1 Se llama polinomio minimo de f £ End(/) al polinomio de menor grado entre los que 
anulan a f. Se elige con el coeficiente de mayor grado igual a 1. 

Veamos afiora cual es el polinomio minimo de los endomorfismos nilpotentes. Sea / £ End(E) un 
endomorfismo nilpotente y n = dimE. El polinomio caracteristico de / es p{ A) = (—A)”, pero si / es de 
grado de nilpotencia r, 1 < r < n, el polinomio minimo es: 

w/( A) = A r 

Hay que senalar que si r = 1 el endomorfismo / es cero (y trivialmente diagonalizable) , mientras que 
si r > 1 no es diagonalizable. 

De acuerdo con lo demostrado para la forma canonica de Jordan, si / es un endomorfismo nilpotente 
de varias cajas, el orden de nilpotencia de / es la dimension de la mayor de las cajas, numero que coincide, 
como acabamos de ver, con el grado del polinomio minimo: 

n = n\ + • • • + rift, ni > • • • > rife > 1, m/( A) = A" 1 

Para un endomorfismo cualquiera, en cada subespacio invariante generalizado N\ 0 , el operador / — 
Aoly es nilpotente de grado no, donde no es la dimension de la mayor de las cajas de este endomorfismo 
en la forma canonica de Jordan. Por lo tanto, el polinomio minimo de (/ — Aoly)|iv> es: (A — Ao)"°. 

Para que / sea diagonalizable en N\ 0 , las cajas deben tener dimension 1 y por lo tanto el polinomio 
minimo debe ser A — Aq. Hemos demostrado el siguiente resultado: 
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Proposition 4.8.2 Sea V un C-espacio vectorial de dimension finita y f £ End(F). El endomorfismo 
f es diagonalizable si y solo si las raices del polinomio minimo tienen multiplicidad igual a 1. 

Notese que las raices del polinomio minimo, segun hemos visto al analizar la forma canonica de Jordan 
coinciden con los autovalores, es decir con las raices del polinomio caracteristico. Los polinomios minimo 
y caracteristico tienen la mismas raices pero en general distintas multiplicidades. 



TEMA 4. 


FORMAS CANONICAS DE ENDOMORFISMOS 



Tema 5 


Espacios con producto escalar 


El espacio dual. Formas bilineales. Diagonalizacion. Ortogonalidad. Formas cuadrati- 
cas. Formas sesquilineales. Producto escalar. 


El producto escalar aparece como una estructura adicional en la teorla de espacios vectoriales. Aunque 
los resultados expuestos se consideran solo en espacios de dimension finita, muchos de ellos pueden ser 
aplicados a espacios de dimension infinita. Se estudian primero las formas bilineales, para pasar despues 
a las simetricas definidas positivas (en el caso de espacios reales) o sesquilineales en el caso de espacios 
complejos) . 


5.1 El espacio dual 

Repasaremos en primer lugar nociones del espacio dual ya introducidas en el Tema 3. 

5.1.1 Introduccion 

Sea V un IK-espacio vectorial de dimension finita, con IK = IR, <D. Sea C(V. IK) el espacio vectorial de los 
homomorfismos de V en IK. Su dimension es igual a la dimension de V (pues dim IK = 1). 

Definicion 5.1.1 Se llama a V* = C(V, IK) el espacio dual de V. Los elementos de V* se llaman formas 
lineales: 

wel*, u>: V — » IK, lineal 

Proposicion 5.1.1 dim V* = dim V. 

Es una consecuencia inmediata de la definicion del espacio dual. Introducimos ahora una base especial 
en el espacio dual: la base dual. 

Proposicion 5.1.2 Sea B = {iq, . . . , u n } una base de V. El conjunto de formas que verifican: 

u *( u j) = s ij’ i,j = l,...n 

es una base de V* , llamada la base dual de B. 

Demostracion. Las formas lineales quedan definidas al dar las imagenes de los vectores de una base. 
Veamos que son linealmente independientes. Sea: 

n 

E A *< = 0 

i= 1 
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A1 aplicar la forma lineal del miembro izquierdo de esta ecuacion a los vectores de la base B se obtiene: 

n n 

y ' Ajiij {uj) y ' ^i^ij Aj o, j 

i=l i=l 

luego son linealmente independientes. A1 ser n formas (n = dim]/*), son una base. QED 

Dado un vector del espacio V , sus coordenadas en una base B se calculan lraciendo actuar las formas 
de la base dual correspondiente sobre el vector: 

n n n 

X G V, X = ^2 X i U i > u j( x ) = X i U j( U i) = X] = X 3 
2 = 1 2=1 2=1 

Una notacion muy empleada para la action de las formas sobre los vectores es: 

( x ,u) 

en la que se pone de manifiesto el caracter lineal de la actuation de w, y a la vez las propiedades de 
espacio lineal de V* 


5.1.2 El espacio bidual 

Se define el espacio bidual de un espacio vectorial V como el dual de su dual: 

V** = (V*)* = £(V*, IK) 

es decir, los elementos del bidual son las aplicaciones lineales de V* en IK. 

Existe un isomorfismo natural entre un espacio y su bidual (en dimension finita), definido de la forma 
siguiente: 

<j>: V -> U** 


x i— > 4>{x): 

V* — > 

IK 


U) 1— > 

(, b(x)(u ) 

Alrora bien: 



w: V - 

-4 IK 


X l— > oj{x) 

? 

lo que sugiere la definiciou de </> como: 



H x )(u) 

= u>( x) 


o, en la segunda notacion: 



{u,<t>{x)) 

= (x,U)) 



Veamos que 4> es un isomorfismo. La aplicacion esta bien definida. Ademas, es lineal: 
</)(x + y)(w) = w(x + y) = ui(x) + u(y) = <j>(x)(u>) + </>(y)(w) 
lo que es cierto para toda forma to. Por tanto: 

H x + y) = (t>{ x ) + <!>{y) 


De la misma forma: 


<t>(Xx)(u>) = u>(Xx) = Xix(x) = X (f>(x)(u) 


es decir: 

<f>( Xx) = A <t>(x) 

Tambien se tiene que (f> es biyectiva. Demostremos que su nucleo es trivial. 


4>(x)(u>) = 0 => u)(x) = 0, Vw € V* 

pero eso quiere decir que x = 0. Por tanto, </> es inyectiva. Como las dimensiones del espacio initial (U) 
y final (V**) coinciden, la aplicacion es biyectiva y tenemos un isomorfismo. 

No existe un isomorfismo natural (como este) entre un espacio y su dual. Mas adelante estudiaremos 
como definir tal isomorfismo cuando V esta dotado de un producto escalar. 
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5.1.3 Anulador 

Sea S un subconjunto de V. 

Definition 5.1.2 El anulador de S es un subespacio de V* dado por: 

S° = {w e P* | u [x) = 0, \/x £ S} 

Es facil ver que S' 0 es un subespacio: 

w,u/ € S’ 0 , (u> + uj')(x) = u)(x) + u>'(x) = 0 
u> £ S°, A € IK, (Aw) (x) = X(co{x)) = 0 

Si S* CV*, el anulador de este subconjunto estaria en V **, que hemos visto que es isomorfo de una 
forma natural a V. 

(S*)° = {«£ V** | a(u) = 0, Vw £ S'*} 

Usando el isomorfismo, se suele identificar V con V** y definir el anulador de S* como: 

(S'*) 0 = {x G V | u(x) = 0 , Vw € S*} 

Si W es un subespacio de V, el anulador del anulador de W coincide con W, como es facil deducir de 
las definiciones anteriores. Ademas se tiene el siguiente resultado: 

Proposicion 5.1.3 Si W es un subespacio de V, entonces: 

dim W° = dim V — dim W 

Demostracion. Sea Bw = {«i, • • ■ , Uk} una base de W, y ampliemos esta base a una de V : 

B — , . , . , , Uk^-i j • • • ^ w n } 

Construyamos la base dual: B* = {it}, . . . , u* k , u* k+ [ , . . . , w* }. 

Demostremos alrora que el conjunto: B^ 0 = {u% + 1 , . . . ,w*} es una base de W°. Cada elemento de 
este conjunto esta en Vl /0 , pues: 

u*(u l ) = 0, j = k + 1, . . . , n, i = 1, . . . , k 
al ser bases duales. Ademas, sea u> £ W°. Entonces: 

cu(ui) = 0, i = 1, . . . , k 

Como u> es un elemento del dual, se puede escribir en la base B* : 

n 

u = A iU* 

i=l 

y usando el que w es un elemento de V *: 

ui{ui) = Aj = 0, i = l,...,k 


Por lo tanto u> es una combinacion lineal de los elementos de £>;C 0 
entre las dimensiones es ahora inmediata. 


que forman una base. La relation 

QED 
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5.1.4 La aplicacion transpuesta 

Las aplicaciones entre espacios vectoriales se pueden llevar a sus duales. Sea f:V — > V' un homomorfismo 
de espacios vectoriales. Sean V* y V'* los espacios duales de V y V' respectivamente. 


Definicion 5.1.3 La aplicacion transpuesta de / es: 

ft. y* y 

donde: 


/V)(*) - “>'(/(*)), Vw' e V*, \/x G V 


Tambien podemos escribir: 


<z,/V)) = </(*) V) 


La aplicacion /* esta bien definida y es lineal. En efecto, dado a/, /*(o/) es una aplicacion lineal de 


V en K: 


/*(wi +u4)( x) = (wi + u4)(/(a;)) = wi/(a;) +^(/(a;)) = /*K)(a;) + /*(^)(a;) 

= (Au/)(/(aO) = A(o//(*)) = A/V)(*) 

5.1.5 La matriz de la aplicacion transpuesta 

Veamos que relacion existe entre las matrices de una aplicacion y su transpuesta. Sean B y B' bases de 
V y V’ y B*, B'* sus bases duales respectivamente. Sean n = dimL, n! = dimE'. 

Sean Af = (a^) y Aft — ( bij ) las matrices de / en las bases B,B' y de /* en las bases duales B'*,B*. 
Entonces: 

n n 

f(Uz) = a A u P f( u i) = b A u *j 

3 = 1 3 = 1 

Los elementos de las matrices que representan a / y /* se pueden calcular de la formas siguiente: 


n/ n / n' 

= u'*{^2,a ki u' k ) = Y, a k iu'*(u ' k ) = ^a fc ,;<5 jfe = ay 
k= 1 fc = l fc=l 


De forma similar: 

n n 

/*(u'*)(u i ) = Yshkjuliui) = ^2 bkjdki = bij 
k = 1 fc=l 

Pero, por la definicion de aplicacion transpuesta: 


y por tanto: 


L'i — bjj 


y las matrices (en las bases duales) son transpuestas una de la otra: 


A ft — Af 


Si usamos notation vectorial para las aplicaciones lineales, sea: 


/ *1 \ 

( an 

• a ln \ 

( Wl \ 

( b n ■ 

bln' \ 

1! 


: , n = 

: 1 > A f t = 


: 

\x n ) 

^ Q-n'l 

Q’n'n / 

\ / 

\ bnl 

bnn' ) 


X = 
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donde X son las coordenadas de x G V en una base B y Ll son las coordenadas de u> en la base dual B* . 
Entonces, 

u{x) = n f x 

en el sentido de producto de matrices. La action de los homomorfismos / y /* se escribe con matrices: 

X' = A f X, n = A f tfl' 

Por tanto, usando nuevamente la definition de la aplicacion transpuesta, se tiene: 

(Aftn'fX = (n'Y'AfX 

es decir: 

(d'Ya^x = ( n'YAfX 

y como el resultado debe ser cierto para todo vector x y toda forma a/ , se tiene el resultado anterior: 

A) t =A f 

Entre los nucleos e imagenes de / y ft existen las siguientes relaciones: 

ker f = (Im /)°, Im f = (kcr f)° 

En efecto, probemos la primera de ellas. Si u/ G ker/*, se tiene /*(o/) = 0, es decir: 

uj'(f(x)) = 0, Va; G V 


lo que quiere decir: 

u/( x') = 0, \/x' G Im/ 

o sea: 

u>' G (Im /)° 

Supongamos ahora que u>' G (Im/)°. Siguiendo el camino anterior a la inversa, concluimos que 
u/ G ker /* y por tanto la primera relacion queda demostrada. La segunda se demuestra de forma similar. 
Sea oj G im /*. Entonces, existe to’ G V'* tal que: / 4 (w') = w. Por tanto: 


uj(x) = w'(f(x)). 

Si x G ker /, oj( x) = 0, y por tanto u> G (ker f)°. Es decir, 

im /* C (ker f)°. 


Pero: 

dimim f* — n — dim kcr /* = n — dim(im /)° = n — (n' — dimim /) = n — dim ker / = dim(ker /) , 
lo que prueba la igualdad de ambos subespacios. 


Ejemplo 5.1.1 Sea V = IR^x] = lin{l, x, x 2 }. La base dual viene clada por las tres formas: 
Ei(p) = p(0), E 2 (p) = p'( 0), E 3 (p) = ^p"( 0), Vp G V 

Esta claro que son tres elementos de dual, y que: 

{jPj (^)) $ij 5 


Pl(x) = l, p 2 ( x) = x, Ps{x) = x 2 


donde: 
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Cualquier polinomio se escribe en esta base como: 

p( x) = Ei{p) + E 2 (p) x + E 3 (p)x 2 
Se considera alrora la aplicacion derivada en V : 


D: 


V 

p{x) 


V 

p'(x) 



que tiene como matriz en la base dada: 


La aplicacion transpuesta verifica: 

D*(u/)(j,)=u/(Dp) 

Sustituyendo uj’ por los elementos de la base: 

D^E^p) = E 1 (Dp) = p'(0) = E 2 (p) 
D\E 2 ){p) = E 2 (Dp)=p"(0) = 2E 3 (p) 

D\E 3 ){p) = E 3 (Dp)=p'"( 0)/2 = 0 

por lo que la matriz de la aplicacion transpuesta en la base dual es: 



5.2 Formas bilineales 

Se estudian en esta seccion las formas bilineales, especialmente las simetricas y se introducen las aplica- 
ciones multilineales en forma general. 

5.2.1 Aplicaciones multilineales 

Definicion 5.2.1 Sean Vi, . . . , V n , W IK -espacios vectoriales. Se dice que la aplicacion: 

ip: Vi x . . . x V n —> W 

es multilineal si es lineal en cada variable separadamente: 

tp(x 1 ,...,x i + x'i, ...,x n ) = ip(x lt ...,Xi,...,x n ) + <p(x i, ■ ■ • . . ,x n ) 

(p(xi,...,\Xi,...,X n ) = \<p(xi ,...,Xi,...,X n ) 

El conjunto de las aplicaciones multilineales forma un espacio vectorial: C{V[ , . . . , V n -, W). 

5.2.2 Formas bilineales 

Definicion 5.2.2 Una forma bilineal es una aplicacion multilineal de V x V en IK, donde V es un 
IK -espacio vectorial 

Una forma bilineal es pues: 

ip: V x V -> IK 


ip{x + y, z ) 
p{x,y + z) 
p(\x,y) 
p{x, A y) 


p{x,z) + ip(y, z) 
<p{x,y) + (p(x,z) 
Xp{x,y) 

Xp{x,y) 


tal que: 
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para x,y,z&V, A £ IK. El conjunto cle formas bilineales es un espacio vectorial, y cuando la dimension 
de V es finita, la de C(y,V\ IK) = £ 2 ( 1 ^) es igual a la de V elevada al cuadrado. 

Proposicion 5.2.1 Sea V un IK -espacio vectorial de dimension n. Sea: 

City) = W- V x V — > IK, tp bilineal} 

Entonces, £ 2 (K) es un IK -espacio vectorial. Si B = es una base de V y B* = {it},...,w*} 

su base dual, entonces, el conjunto de formas bilineales: 

<Pij{x,y) = (x,u*)(y,u* j ), i,j = 1 

es una base de £ 2 (K) que por tanto, tiene dimension n 2 . 

Demostracion. Es muy sencillo probar que tpij es una forma bilineal. Probemos que son l.i. Sea: 


— 0 

i,j = 1 

Aplicando esta expresion a los elementos de la base de V : 

n n n 

( y ' Xjj ) (vk , V<1 ) — ^ ( X{j {'Ok , , ) (.'Vi , Uj ) — ' ^ijdkidlj — A kl 

i,j = 1 i,j — 1 i,j = 1 

luego: 

Aij = 0, i,j = l,...n 

Veamos alrora que generan todo el espacio £ 2 (K): Sea tp € £ 2 (K). Esta forma queda fijada calculando 
sus valores sobre una base de V (al ser bilineal). Es decir: tp(ui,Uj) = a ij. En efecto: 


n n n 

y>(x,y) = ipC^2xiUi,^2yjUj) = aijXiyj 

*= 1 3= 1 *ij=i 


Construimos alrora la forma bilineal: 


<f(x,y) = ^ a. lj {x,u*){y,u*) 
i,j = 1 

que es una combination lineal de las formas tpij. Es inmediato ver que es igual a tp. En efecto, calculando 
los valores sobre una base: 


<p(u k ,ui) = yy aij(uk,u*)(ui,Uj ) 
*,i=i 


n 

y ^ Oi j 6 6 ij = au 
i,j= 1 


QED 


5.2.3 Matriz de una forma bilineal 

Como hemos visto antes, los escalares o,{j = tp(u{, uf) determinan de manera unica a la forma bilineal. 

Definition 5.2.3 Se llama matriz de una forma bilineal en una base B = (iq, . . . , u n } a la matriz cuyos 
elementos son los escalares tp(ui,Uj). 



96 


TEMA 5. ESPACIOS CON PRODUCTO ESCALAR 


De esta manera, los valores que toma la forma bilineal sobre vectores x, y, de coordenadas en la base 
B: 


vienen dados por: 



( X 1 \ 

( m \ 

( an 

Uln \ 

X = 

: . r = 

: , A = 


: 


\ X n J 

\Vn ) 

\ ^nl ' ‘ 

®nn / 


<p{x, y) = ^2 aijXtyj = X t AY 
ij 


Como la correspondence entre formas bilineales y matrices n x n es biunfvoca, tenemos establecido 
un isomorfismo entre estos dos espacios vectoriales. Toda matriz cuadrada representa una forma bilineal 
en una base dada de V. Notese que esta es otra utilization de las matrices aparte de la ya considerada 
de representar aplicaciones lineales. 

Evidentemente, cuando cambiamos de base, la matriz de la forma bilineal cambia (como ocurria con 
las matrices que representaban homomorfismos) . Veamos como es este cambio. 

Sean B, B' dos bases del espacio vectorial V: 


B = {u 1 ,...,u n j, B' = {u 


con la matriz de cambio de base P: 

n 

3 = 1 

En las coordenadas, el cambio de base es: 

n 

x, ■ Y. r ‘3 X 'j- X = PX' 

3 = 1 


por tanto: 

ip(x,y) = X t AY = ( PXjAY ' = (X') t P t APY' = (X'yA'Y' 

y se tiene la relacion: 


A! = P t AP 

Hay que senalar la diferencia que aparece con respecto al caso de matrices que representan homomor- 
fismos (o en particular endomorfismos) . Alii es la inversa de la matriz P la que aparece en esta relacion, 
mientras que aquf es la transpuesta la que juega ese papel. 

5.2.4 Formas bilineales simetricas y antisimetricas 

Definition 5.2.4 Sea ip:V x V — * IK una forma bilineal. Se dice que <p es simetrica si: 

<p{x,y) = <p(y,x), Vx,y£V 

Se dice que ip es antisimetrica si: 

<p(x,y) = -tp(y,x), Vx, y gV. 

Proposicion 5.2.2 Si (p es una forma bilineal simetrica, la matriz que representa a ip en cualquier base 
es una matriz simetrica. 
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Demostracion. Sea B una base de V. Entonces: 

CLij = ) = lfi(Uj,Ui) = Gji 

es decir: 

A* = A 

QEDEs tambien evidente que si la matriz asociada a una forma bilineal es simetrica en una base, lo es 

en todas y la forma bilineal correspondiente es simetrica. 

De forma similar se concluye que una forma bilineal es antisimetrica si y solo si su matriz en cualquier 
base es antisimetrica. Las formas simetricas forman un subespacio vectorial del espacio de las formas 
bilineales. Las formas antisimetricas forman tambien un subespacio vectorial 

El espacio se descompone en suma directa de formas bilineales simetricas y antisimetricas: 

C 2 (V) = A(V) ® S(V) 

y las dimensiones de estos dos subespacios son: 

dim„4(E) = -n(n — 1), dimS(E) = -n(n + 1) 

5.2.5 Formas bilineales simetricas regulares 

Sea ip:V x V — > IK una forma bilineal simetrica. 

Definicion 5.2.5 Se define el radical de ip como el subespacio de V dado por: 

rad = { x & V \ <p(x, y) — 0, \/y G V} 

Es inmediato probar que rad ip asi definido es un subespacio de V. 

Definicion 5.2.6 Se dice que tp es regular (no degenerada) si su radical es el vector 0. 

Definicion 5.2.7 Se llama rango de la forma bilineal simetrica ip a: 

raxi(ip) = dim V — dim rad ip 


Proposicion 5.2.3 Sea <p una forma bilineal simetrica de rango r. Sea A la matriz de <p en una base 
B. Entonces: 

ran ip = ran A 

Demostracion. Sea W un subespacio complementary a rad ip: 

V = W © rad ip 

y sea B una base adaptada a esta descomposicion: 

B — {wi , . . . , u r , u r ^- 1 , . . . , u n } 


La matriz de <p en la base B es: 

C 0 

0 0 

donde C es una matriz r x r que probaremos que tiene determinante distinto de cero. 
Construyamos una combination lineal de las r columnas de C igual a cero: 
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es dear: 

Ai ui) + • • • + X r ip(ui, u r ) = 0, i = 1, . . . , r 
o, usando las propiedades de bilinealidad de <p: 

< p(ui , Ai«i + • • • + X r u r ) =0, i = 1, . . . ,r 
Como consecuencia, el vector v = XiUi + • • • + A r u r esta en el radical, pues: 

tp(ui,v) = 0, i = l,...,n 

Sin embargo, v € W por lo que v = 0. Como los vectores Ui ,...,u r son l.i., se concluye que 
Ai = • • • = A r = 0 y las columnas de C son l.i. lo que asegura que el rango de A es igual a r. QED 

El cambio de base no modifica el rango de la matriz (pues detP yb 0), por lo que la dimension del 
radical (y por tanto el rango de la forma bilineal) es igual al rango de la matriz que representa a ip en 
cualquier base. 

Veamoslo de otra forma. Sea r = ran(„4), siendo A la matriz de ip en una base arbitraria. Las 
columnas de la matriz A tienen n — r relaciones lineales linealmente independientes: 

Xutp(ui,ui) -\ bAi n ip(ui,u n ) = 0 

An— r, I’pi.Hii Ul) • • • H~ A n — r,n^(^«5 ^n) — 0 

con i = 1, . . . ,n. Aplicando las propiedades de tp : 

AnWi + • • • + Ai n w„) = 0 

(p{Ui, A n — r, 1^1 "t“ * * * "t“ A n— r.n'Wn) — 0 

Por tanto, los vectores: {AnUi + • • • + X\ n u n , . . . , A„_ rj iUi + • • • + A son una base del radical de 
p que tiene dimension n — r (son linealmente independientes, anulan a una base y no hay mas vectores 
l.i. con estas propiedades). QED 

Con este resultado es inmediato demostrar la siguiente proposition: 

Proposicion 5.2.4 Sea <p: V x V — > IK una forma bilineal simetrica. Entonces: 

<p regular det Aj^O 
donde A es la matriz de (p en una base de V. 

5.2.6 Ortogonalidad 

Sea p una forma bilineal simetrica en un IK-espacio vectorial V. 

Definition 5.2.8 Se dice que x,y G V son ortogonales (x _L y) respecto ip si <p(x,y) = 0. 

Definition 5.2.9 Se dice que x € V es isotropo (siempre respecto tp) si ip(x,x) = 0. 

Definition 5.2.10 Si U es un subespacio de V, el subespacio ortogonal a U es: 

U ± = {x£V\ <p(x,y) = 0, My G U} 

Veamos dos propiedades de la relation de ortogonalidad. 
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Proposition 5.2.5 Sea <p una forma bilineal simetrica regular enVyUun subespacio de V . Entonces: 

dim V = dim U + dim U' L . 

Demostracion. Sea B una base de V (de dimension n), y Bu = {«i, . . . , u m } una base de U. Las 
ecuaciones de U 1 - son: 


/ b n ■ 

' ^1 n ^ 


^ ii \ 

\ ^ml 

bmn j 

A 

\ X n J 


= 0 


donde bij son las coordenadas de los vectores de la base Bu en la base B y A es la matriz de la forma 
bilineal p en la base B. 

Tenemos un sistema de ecuaciones que define U ± : BAX = 0. El rango de la matriz BA es igual al 
rango de la matriz B , ya que la matriz A es regular. Por lo tanto, la dimension del espacio de soluciones de 
este sistema es el numero de incognitas, que es n , menos el de ecuaciones que es m, siendo m justamente 
la dimension de U . QED 


Proposicion 5.2.6 Sea <p una forma bilineal simetrica regidar en V yU un subespacio de V. Si <p\ u es 
regular, entonces: 

v = U®U ± 

Nota: Aunque <p sea un forma regular en V , esto no quiere decir que lo sea en cualquier subespacio. 
Demostracion. Veamos que la intersection de U y U 1 - es igual al vector 0. 

Si x £ U fl [A 1 -, entonces ip(x,y) = 0,Vy £ U, ya que x esta en U^. Como x tambien pertenece a 
U, se deduce que x esta en el radical de la forma <p restringida a U (pues esta en U y anula a todos los 
vectores de U): 

x £ rad p\jj 

Pero esta forma es regular, luego su radical es el vector nulo y por tanto x = 0. Es decir: 

unu - 1 = {o} 

Como ademas se tiene por la proposicion anterior: 

dim V = dim U + dim U J ~ 


concluimos que: 


v = u®u ± . 


QED 


5.2.7 Diagonalizacion de formas bilineales simetricas 

Como ya hemos visto, al cambiar la base la matriz asociada a una forma bilineal cambia. Podemos 
intentar buscar una base en la cual la matriz sea lo mas sencilla posible. Demostraremos a continuacion 
que, para las formas bilineales simetricas, siempre es posible encontrar una base en la cual la matriz sea 
diagonal. 

Proposicion 5.2.7 Sea V un IK -espacio vectorial de dimension n y ip:V x V —> IK una forma bilineal 
simetrica de rango r. Entonces, existe una base de V, B = {u\, . . . ,u n } en la cual se tiene: 

<p(ui,Uj) = 0 , i^j 
<p(v,i,Ui) = Ci, i = 1, . . . ,n 


Ademas: 


C\ ’)’•••> C r 7 ^ 0, C r - 1-1 — • • • — Cn — 0 
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En el caso complejo, la base se puede escoger de forma que: 

C\ — ■ ■ * — Cj' — 1 

En el caso real, existe un numero entero mayor o igual que cero, p, tal que: 

Cl ' — Cp — 1, Cp- f_i ■ — c r — 1 

En este caso, se llama signatura de la forma bilineal p al par (p,q), con q = r — p. 
Demostracion. El problema se puede reducir al caso regular. Sea: 

V = W © rad p 

En una base adaptada a esta descomposicion, la matriz de la forma bilineal es: 


A = 


B 0 \ 

0 0 / 


con det 5 ^ 0 y por tanto p\w regular. 

Supongamos entonces que p: V x V — > IK es una forma bilineal simetrica regular. Sea Ui un vector 
de V tal que: p{u\, iq) = Ci ^ 0. Al menos existe un vector con estas caracterfsticas. Si no fuera asi, la 
forma bilineal seria cero. En efecto, es inmediato probar que: 

<p(x, y) = 2 + y,x + y)- p{x, x) - p{y, y)) 

lo que permite expresar una forma bilineal en terminos de sus valores sobre la diagonal de V x V (el 
conjunto de pares con las dos componentes iguales). 

Sea W\ = linjiti}. Como p es regular, (y p\wi tambien) se tiene: 

V = Wi ® W-t 

A1 ser p\n\ regular, se puede probar que p\wp tambien es regular. 

Si no fuera asi, existiria un vector x £ Wf , tal que p(x,y) = 0, Vy £ Wf-. En este caso, p(x,y) = 
0, \/y £ V, ya que: 

p{x, y) = p{ x, yi) + p{x, 2/2 ) = 0 

donde y\ £ W\, yi £ W-f , y tp no seria regular en V. 

Consideremos alrora un segundo vector U 2 en el espacio Wf~, tal que: p(u 2 ,U 2 ) = C 2 ^ 0 y con- 
struyamos el subespacio: 

W 2 = lin{ui, U 2 }. 

La forma bilineal p es tambien regular en W2 (pues su matriz asociada en la base {ttijiq} es diagonal y 
los valores en la diagonal son ci,C 2 que son distintos de cero). Por tanto: 

v = w 2 ew 2 ± . 

Como el espacio es de dimension finita, podemos seguir este proceso hasta construir una base de V : 
{u \, . . . , u n }, que satisface las condiciones del teorema. 

Si IK = C, podemos tomar otra base: 



que lrace que la matriz asociada tenga todos los elementos de la diagonal iguales a 1. 
Si estamos en IR, se puede tomar como base: 
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y en ella los elementos cle la diagonal de la matriz asociada son iguales ail. QED 

En el caso real, el numero de +1 y —1 en la diagonal (para una matriz diagonal, lo que hemos llamado 
signatura de la forma bilineal) no depende de la base elegida (hay muchas bases en las cuales la matriz 
es diagonal y esta formada por ±1 y 0). Es claro que el numero de ceros, que es igual al rango de la 
forma bilineal, no cambia al cambiar de base. No es tan evidente que la signatura sea un invariante 
caracteristico de la forma bilineal. Se tiene el siguiente teorema: 


Teorema 5.2.1 Teorema de Sylvester. (Ley de inercia). La signatura de una forma bilineal simetrica 
real es un invariante. 


Demostracion. Sean {u±, . . . u n }, {;«(, . . . u' n } dos bases de V con las siguientes propiedades: 


<p(iii,Uj) = 0, 

(fi(Ui,Ui) = 1 , 
(fi(Ui,Ui) = - 1 , 

<p(ui,Ui) = 0, 


i 3 

i = L,...,p 
i = p + 1, . . . , r 
i = r, . . . , n 


= 0 , 

<p{K> u d = !» 
<£«X) = - 1 . 
¥>KX) = o, 


i ± 3 

i = l,-..,p' 
i = p' + 1, . . . , r 
i = r, . . . ,n 


Demostremos que p = p' . Para ello, supongamos primero que p' > p. Sea {u'f , . . . , u'*} la base dual 
de {;«( , . . . u' n }. El sistema de ecuaciones: 


{ x i u k) = 0, k=p’ + 1, ...,r 


tiene soluciones no triviales cuando nos restringimos a x G lin{u p+ i, . . . ,u r }. En efecto, se trata de un 
sistema con r—p' ecuaciones y r—p incognitas, y r—p' < r—p al ser p' > p. Sea x una de esas soluciones. 
Si escribimos x en la base {tq}, resulta ser una combinacion lineal de los vectores: . . . ,u r }. Si 

lo hacemos en la base {;«(}, es una combinacion lineal de: { u ' 1; . . . , u' p ,,u' r+1 , . . . , u' n }, pues verifica el 
sistema anterior (basta recordar como se escribfan las coordenadas de un vector en una base usando la 
base dual). Es decir: 


x = y + z , y € \in{u' 1 ,...,u’ p ,}, z e \m{u’ r+1 , . . . ,u’ n }. 
El valor que toma la forma bilineal ip sobre x es: 

p(x, x ) = ip(y, y) + (p(z, z) + 2ip(y, z) = ip(y, y) > 0. 


Sin embargo, 

ip(x, x) < 0 

pues x £ lin{rtp+i, . . . , u r }. Por lo tanto, p < p' . De manera similar probarfamos que p' < p y con- 
cluiriamos que p = p' . QED 

En el caso real, existen tipos de formas bilineales simetricas particularmente interesantes. 

Definicion 5.2.11 Sea ip una forma bilineal simetrica definida sobre un espacio vectorial real de di- 
mension n. Se dice que (p es definida positiva si 

tp(x, x) > 0, \/x G V, x ^ 0 

En este caso, el rango de la forma bilineal es n y la signatura es (n, 0). Se dice que ip es definida negativa 
si 

ip(x, x) < 0, \/x € V, x ^ 0 

En este caso, el rango de la forma bilineal es tambien n y la signatura es (0 ,n). 

Se puede lrablar tambien de formas semidefinidas positivas o negativas, cuando las desigualdades no 
son estrictas. 
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5.2.8 Ortonormalizacion de Gram-Schmidt 

Del apartado anterior se deduce inmediatamente que una forma bilineal simetrica real definida positiva 
tiene como matriz asociada en una base apropiada, la matriz identidad. Se dice entonces que la base 
correspondiente es ortonormal. El proceso de ortonormalizacion de Gram-Schmidt es una forma particular 
de construir bases ortonormales a partir de una base cualquiera para formas bilineales definidas positivas. 


Proposition 5 . 2.8 (Gram-Schmidt.) Sea V un IR-espacio vectorial de dimension finita n. Sea p G 
<?2(P) definida positiva y B = {ei,...,e n } una base de V. Entonces, existe una base de V, B' = 
{til, • • • , u n } tal que: 

i. - lin{ei, . . . , e r j = linjtti, . . . , u r }, 

ii. - p(ui,Uj ) = Sij , i,j = 1 ,n, es decir, B' es una base ortonormal. 

Demostracion. Se define el primer vector de la base B' como: 

1 

u i = =ei 

V^( e i> e i) 

que cumple las dos condiciones del teorema, pues p es definida positiva. El segundo vector se obtiene 
como una combinacion lineal de u\ y e2- Sea: 

«2 = e 2 - A 2 itii 

donde A21 es un numero real a fijar. Para ello imponemos que u 2 sea ortogonal a u\\ 


p(ui,e 2 - X21U1) = p(ui, e 2 ) - \ 2 ip{ui,ui) 


de donde se deduce: 


A21 = p{ui,e 2 ) 


Si alrora definimos: 

1 

u 2 = , U 2 

y/p(u' 2 ,u' 2 ) 

los vectores u \ , u 2 verifican las condiciones del teorema. 

Supongamos que de esta forma hemos construido los vectores u \, . . . , u r que verifican las condiciones 
del proceso de ortonormalizacion de Gram-Schmidt. Buscamos ii r +i como una combinacion lineal de 
e r +i y de los ya construidos u\, ... ,u r : 


ti r _j_i — ^r+l 'y \ A r _|_i t jUj 

3 = 1 


Imponiendo las condiciones p(u' r+1 , ufi) = 0 , i = 1 , . . . ,r, se obtienen los parametros Ay: 


r r 

0 — p(^e r +\, u^) ^ Xr+ijp(uj , Uj) = p(e r+ i,Ui) ) ^ 

3 = 1 3 = 1 


lo que nos da la solucion: 


Xr+l.i piS-r+l-i ^i) 


es decir: 

r 

ti r _|_i = e r+ i y ' p(e r +i, Ui)'Ui 

i=l 


Normalizando el vector u' r+1 (es decir, dividiendo por la rafz cuadrada de p(u' r+1 , u' r+1 )) obtenemos 
el vector u r +±. Este vector cumple las condiciones del teorema como es facil observar (notese que e r _|_i 
no depende linealmente de 11 1 , . . . . u r ). 

El proceso termina al ser V un espacio de dimension finita. 


QED 
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5.3 Formas Cuadraticas 

Dada una forma bilineal simetrica, p, se verifican las identidades siguientes (identidades de polarization) 
que permiten expresar los valores que toma p sobre cualquier par de vectores en funcion de los que toma 
sobre la diagonal (como ya lremos usado anteriormente) . 

p{x,y) = ^[p(x + y,x + y) - p(x,x) - p(y,y)\ 

p{x,y) = ~[p(x + y,x + y)-p(x-y,x-y)] 

Su demostracion es inmediata sin mas que desarrollar. 

Definition 5.3.1 Sea V un IK-espacio vectorial. Una aplicacion: Q:V — » IK es una forma cuadratica 
si: 

a) Q(\x) = X 2 Q(x) 

y la aplicacion pq: V x V — > IK, definida por: 

b) p Q {x,y) = ^[Q(x + y) - Q(x) - Q(y)] 
es una forma bilineal simetrica. 

A cada forma cuadratica le corresponde una forma bilineal simetrica, y viceversa, dada una forma 
bilineal simetrica podemos const ruir un forma cuadratica mediante: 

Q v (x) = p(x, x) 


Se tiene: 


Q * pq * Q<pq Q 

Se dice que una forma cuadratica es definida positiva, etc, si la correspondiente forma bilineal lo es. 
Si A es la matriz de la forma bilineal pq en una base B , se dice que A es la matriz de la forma cuadratica 
en esa base. La expresion de Q(x) es entonces: 

Q{x) = X*AX 

y por supuesto, A * = A. Es decir, la matriz asociada a una forma cuadratica en cualquier base es 
simetrica. 

5.3.1 Diagonalizacion de formas cuadraticas 

El problema de reducir una forma cuadratica a una suma de cuadrados (en (D) o a una suma y diferencia 
de cuadrados (en IR) es el de encontrar una base en la cual la forma bilineal simetrica asociada tenga 
una matriz diagonal con ±1 y 0 en la diagonal. Ya hemos visto que eso es siempre posible. 

Veamos ahora un metodo practico de lracerlo, el metodo de Lagrange. La forma cuadratica Q se 
escribe en una base dada como: 


n 

Q(x) = ^2 a ik XiXk 

i,k = 1 

donde a.j k = ay . La idea del metodo es la de completar cuadrados. Supongamos que existe un elemento 
de la diagonal no nulo, ajj 0. Entonces, Q se puede escribir como: 


Q(x) 


l 

a n 


'y a ji a 

\i= 1 


+ Ql{ x )> 


2 
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donde Q \ es otra forma cuadratica. Lo importante es que el primer sumando es el cuadrado de una suma 
(salvo un factor que se puede incluir extrayendo su raiz cuadrada, o la de su valor absoluto si estamos en 
1R) y que Q\ no depende de Xj. Basta desarrollar el cuadrado y restarlo de Q{x) para comprobarlo. De 
esta forma podemos seguir el procedimiento con Qi(x) que depende de n — 1 variables, hasta acabar el 
desarrollo. Podrfa ocurrir que en algun momento, ninguno de los elementos de la diagonal fuera distinto 
de cero. 

Supongamos entonces que an = 0, i = 1, . . . ,n. Existira un elemento ajh yf 0. La descomposicion 
que podemos lracer alrora es: 


Q{ x) 


1 

2a jh 


^ ^ ( a j k 4“ Q'hk^Xk 


\k= 1 


1 

2a jh 


'y \ ( a, k afik^Xk 


\k= 1 


2 

+ Q2{x) 


donde Q 2 (x) es una forma cuadratica que no depende de Xj, Xh, y las formas lineales Y^k=i( a jk + ihk)Xk, 
^2k=i( a jk — a hk)xk son linealmente independientes. Basta desarrollar para comprobar estas afirmaciones, 
pero es facil darse cuenta que no se trata mas que de una generalization de la siguiente (y evidente) 
identidad: 


2 xy= x + y) 2 - ^{x - yf 

A1 descomponer en suma de cuadrados (o suma y diferencia) , las formas lineales que aparecen (elevadas 
al cuadrado) en la descomposicion son linealmente independientes (en el primero de los supuestos es trivial, 
pues dependen de un numero de variables distinto cada vez; en el segundo se puede comprobar como se 
ha dicho anteriormente) . Esta formas lineales dan el cambio de base, o al menos parte de el, pues la 
forma puede no ser regular (con radical no nulo) y aparecer menos de n cuadrados en la suma. En este 
ultimo caso no es dificil completarlas con otras formas l.i. hasta tener la expresion de la nueva base en la 
que la forma cuadratica es diagonal. 

5.3.2 Formas cuadraticas de Fridas 

Si una forma cuadratica (o una forma bilineal simetrica) esta escrita en una base arbitraria, no es posible 
deducir si es definida positiva o no de una inspection de los elementos de la matriz, como es el caso en 
el que esta matriz es diagonal. Sin embargo se puede dar un criterio sencillo que permite averiguar esta 
propiedad mediante el calculo de los menores principales (los determinantes de las matrices que estan 
construidas sobre la diagonal, tomando los elementos de las r primeras filas y r primeras columnas hasta 
hacer una matriz cuadrada r x r). 

Proposicion 5.3.1 Sea Q una forma cuadratica definida sobre un espacio vectorial real, y A su matriz 
en una base B. Entonces, Q es definida positiva si y solo si los menores principales de A, D±, D^, ■ ■ ■ , D n 
son todos mayores que cero. 


Proposicion 5.3.2 Sea Q una forma cuadratica definida sobre un espacio vectorial real, y A su matriz 
en una base B. Entonces, Q es definida negativa si y solo si los menores principales de A, verifican: 


D\ < 0, .D 2 > 0,„ . . , (—l) n D n > 0 


No demostraremos estas propiedades. 


5.4 Producto escalar 

De entre todas las formas bilineales simetricas, las definidas positivas presentan unas propiedades particu- 
lares que las lracen apropiadas para las aplicaciones en Ffsica (junto con las pseudo definidas Lorentzianas). 



5.4. PRODUCTO ESCALAR 


105 


5.4.1 Producto escalar en un espacio real 

Definicion 5.4.1 Un producto escalar en un espacio vectorial real V es una forma bilineal simetrica 
definida positiva. Es decir: 

(,):VxVfR 

con las propiedades: 

i) {x,y) = (y,x), x,y &V 

ii) (x + y,z) = (x,z) + (y,z), (Ax, y) = A(x, y), x, y, z e V, A e 1R 
Hi) ( x , x) > 0, Mx £ V, (x, x) = 0 <t=> x = 0 

5.4.2 Formas sesquilineales 

Esta definicion no puede extenderse a espacios complejos, pues el concepto de forma bilineal simetrica 
definida positiva no se puede establecer allf. Sin embargo, una aplicacion similar a esta puede definirse 
en espacios complejos, sustituyendo la propiedad de bilineal por otra. 

Definicion 5.4.2 Sea V un espacio vectorial complejo. Una forma sesquilineal es una aplicacion: 

</>: V x V -> C 


que verifica: 

i) <t>(x,y) = <f(y,x), x,y£V 

ii) <f>(x,y + z) = <j>(x,y) + cj)(x,z), <j>(x, Ay) = A</>(x,y), x,y, z e V, A e € 

Debido a la primera propiedad se tiene: 

(t>(Ax,y) = Acj)(x,y), 

es decir, la aplicacion no es bilineal. Solo es lineal en la segunda variable, pero no en la primera (se trata 
de una convention, en otros lugares la definicion se hace de modo que la aplicacion es lineal en la primera 
variable) . 

La teorfa de formas sesquilineales es muy similar a la de formas bilineales simetricas reales. Si el 
espacio es de dimension finita, podemos escribir la aplicacion en una base dada. Es facil ver (siguiendo 
en todo la teorfa de las formas bilineales), que la expresion es: 

<j>(x,y) = X+AY 

donde X, Y son los vectores de C™ que representan a x, y £ V en esa base y X + representa la transpuesta 
conjugada de una matriz. Debido a la primera propiedad de las formas sesquilineales, la matriz A verifica: 

A + = A 

(las matrices con esta propiedad se llaman hermfticas). En efecto: 

</>(x, y) = X+AY = (X+AY)+ = F+A+X = Y+AX, VX, Y G C” 

A1 igual que en el caso real las matrices simetricas estaban asociadas a las formas bilineales reales, en 
el caso complejo las matrices hermfticas estan asociadas a las formas sesquilineales. Si el espacio es real, 
una forma sesquilineal es simple mente una forma bilineal simetrica (al ser el conjugado de un numero 
real igual a sf mismo). 

Si se cambia la base, la matriz de una forma sesquilineal cambia. Como se puede comprobar fatilmente 
(siempre teniendo como gufa las formas bilineales simetricas), si P es la matriz de cambio de base (es 
decir la que expresa los vectores de la segunda base en funcion de los de la primera) se tiene: 

A' = P + AP 

Lo que hace particularmente interesantes a las formas sesquilineales es que los valores que toman sobre 
la diagonal (es decir sobre los pares (x, x)), son reales (basta usar la primera propiedad y comprobar que 
(j>(x, x) es igual a su complejo conjugado). Debido a esto, se puede establecer para las formas sesquilineales 
la propiedad de ser definida positiva (o negativa). 
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Definicion 5.4.3 Sea <f> una forma sesquilineal sobre un espacio complejo. Se dice que <f> es definida 
positiva si 

4>{x , x) > 0, \/x € V, 4>{x, x) = 0 -o- x = 0 


5.4.3 Producto escalar complejo 

Ahora podemos definir un producto escalar en un espacio vectorial complejo. 


Definicion 5.4.4 Sea V un espacio vectorial complejo. Un producto escalar en V es una aplicacion 
sesquilineal definida positiva. Es decir, 

( , ):V xF-tC 


con las propiedades: 

i) {x,y) = (y,x), x,y GV 

H) (x + y,z) = (x,z) + (y,z), (Ax,y) = A(x,y), x, y, z G V, A G C 
in) (x, x) > 0, Va; G V, (x, x) = 0 <t=> x — 0 


El producto escalar real puede considerarse como un caso particular del complejo, por lo que en los 
siguientes apartados, nos referiremos de forma sistematica al caso complejo, considerando al real incluido 
en nuestras afirmaciones. 


5.4.4 Norma en un espacio vectorial 

Una norma en un espacio vectorial permite asignar a cada vector una longitud. 
Definicion 5.4.5 Una norma en un espacio vectorial V es una aplicacion: 

IHbU^IR 


que verifica: 

a) H^H >0, Va: G V, ||x|| = 0 x = 0 

b) ||Ax|| = |A| ||x||, AeC, xeV 

c) \\x + y\\ < \\x\\ + \\y\\, x,y£V 

La tercera propiedad se conoce como desigualdad triangular. La definicion es la misma en el caso real. 
En el caso complejo, se toma el modulo de A, que es un numero real, y en el caso real, el valor absoluto 
de A (que es un numero real). 

Una norma no esta relacionada, en principio, con un producto escalar. Sin embargo, dado un producto 
escalar siempre es posible definir una norma a partir de el. Es decir, un producto escalar nos permite 
definir la longitud de un vector. La norma asociada a un producto escalar se define como: 

11*11 = V (*> *)> x GV 

Proposicion 5.4.1 Si ( , ) es un producto escalar, la aplicacion || • || definida anteriormente, es una 
norma en V. 

Demostracion. La propiedad a) de las normas es inmediata a consecuencia de ser definido positivo 
el producto escalar (como forma bilineal simetrica en el caso real o como forma sesquilineal en el caso 
complejo). 

La propiedad b) es: 


1 1 Aa; 1 1 2 = (Ax, Ax) = AA(x,x) = |A| 2 ||a:|| 2 

de donde: 

l|A*|| = |A|||x||. 


La tercera propiedad, la desigualdad triangular es algo mas diffcil de demostrar. Veremos que es una 
consecuencia de la desigualdad de Cauchy-Sclrwarz que demostramos a continuacion. 



5.4. PRODUCTO ESCALAR 


107 


Desigualdad de Cauchy-Schwarz: 

1 0,2/) I < V( x ,x)(y,y), x, y G V 

Para demostrarlo, consideremos el producto escalar del vector Ax — yy por si mismo. Se obtiene un 
numero real mayor o igual que cero: 


(Ax - fiy, Ax - ny) = |A| 2 (x,x) + \y\ 2 (y,y) - \y(x ,y) - A y(y,x) > 0 
Como la desigualdad es cierta para todo los escalares A, y, elegimos: 

A = (x, y), y = (x, x) 

10 ,y)\ 2 (x,x) + (x, x) 2 {y 1 y) - 2(x,x)\(x,y)\ 2 > 0 

es decir: 

1 0,2/) I 2 < (x,x)(y,y) 

lo que demuestra la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Esta desigualdad es estricta si y solo si los vectores 
x, y son linealmente independientes. 

La desigualdad triangular es alrora inmediata: 

\\x + y\\ 2 = (x + y, x + y) = (x, x) + (y, y) + (x, y) + (x, y) = (x,x) + (y,y) + (x,y) + (x,y) 

< Oil 2 + Ill/ll 2 + 21011 II2/II 


de donde se deduce: 

0 + 2/11 <I0|| + ||2/|| 


QED 


5.4.5 Ortogonalidad 

La relacion de ortogonalidad definida para formas bilineales simetricas, se extiende a formas sesquilineales 
sin ningun problema. 

Definicion 5.4.6 Sea V un espacio vectorial (real o complejo) y ( , ) un producto escalar en V . Se dice 
que dos vectores son ortogonales con respecto a este producto escalar si (x,y) = 0. 

A1 ser un producto escalar, la matriz asociada en cualquier base es regular y el unico vector que es 
ortogonal a todo el espacio es el vector 0. 

Dada una base cualquiera en un espacio vectorial (de dimension finita) con un producto escalar, es 
posible construir una base ortonormal (es decir, = 5ij, i,j = 1 ,...n), utilizando, por ejemplo, 

el metodo de Gram-Schmidt (el lrecho de ser una forma sesquilineal no afecta para nada al clesarrollo. 
Simplemente hay que prestar atencion a los complejos conjugados). 

Sea B = {tti, . . . , u n } una base ortonormal en un espacio V de dimension finita dotado de un producto 
escalar. Los coeficientes de cualquier vector en esta base se pueden calcular facilmente: 

n 

x £ V, x = XiUi 

i=l 

Haciendo el producto escalar de Uj por x se tiene: 

n n n 

(Uj,x) = (Uj,y^XjUi) = ^ ~2xi(Uj,Ui ) = Y, XjSji 
i= 1 i = 1 i = 1 

es decir: 

Xj = ( Ui,x ), Vi = 1, ... ,n 
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y por tanto: 

n 

x = y ^(uj,x)uj 

i = 1 

En una base ortonormal, la matriz asociada a un producto escalar es la matriz identidad, es decir: 

n 

i x i y) = 

i=l 


En lo que se refiere a subespacios, se tiene: 

Proposicion 5.4.2 Sea V un espacio vectorial de dimension finita sobre 1R oC. Sea W un subespacio de 
V y W ± su ortogonal (definido de la forma ya establecida en el estudio de formas bilineales simetricas) . 
Entonces: 


v = ireii'b 

Se dice que W ± es el complemento ortogonal de W. Las propiedades de ortogonalidad son fundamen- 
tales en la description de espacio dotados de un producto escalar. Notese que en bases ortogonales todos 
los productos escalares son el mismo. 

5.4.6 Proyeccion ortogonal 

Sea V un espacio vectorial (real o complejo) con un producto escalar. Sea W un subespacio propio de 
V, y W 1 - su complemento ortogonal. Todo vector de V se puede poner de manera unica como la suma 
de dos vectores ortogonales entre si: 

x = y + z, x GV, y GW, z € W ± . 

Debido a que y, z estan definidos univocamente por x podemos definir las siguientes aplicaciones: 

P,: V — V P 2 : V V 

xi —> y x i— > z 

Las aplicaciones Pi y P 2 , que son claramente lineales, se Hainan las proyecciones ortogonales sobre W 
y W ■ L respectivamente. Estas aplicaciones verifican las siguientes propiedades: 

Proposicion 5.4.3 Si Pi y P 2 son las proyecciones ortogonales sobre los espacios W y W ^ se tiene: 
a) Pi + P 2 = lv 

bfP^P,, P 2 2 = P 2 , PiP 2 = P 2 P 1 ^ 0 

c) (Pix,x') = (x, Piy), (P 2 x,x r ) = (x,P 2 x r ), x,x' GV 

Demostracion. Si x = y + z, de acuerdo con la descomposicion V = W © W^: 

y = Pi(x), z = P 2 (x) 


y por tanto: 

x = y + z = Pi(x) + P 2 {x) = (Pi + P 2 )(x), Vx e V 

es decir la suma de los proyectores ortogonales es igual a la identidad en V. 
Ademas, de P\(x) = y G W, se deduce: 

Pi( x) = P 1 (y) = y= Pi(x) => P 2 = Pi 

De la misma manera se prueba para P 2 

Tambien es facil de probar la otra propiedad: 


PiP 2 = Pr( l v - Pi) = Pi - Pi = 0 
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y cle igual forma P 2 P 1 = 0. 

Finalmente: 

(P ± x, x') = (y, y' + z') = (y, y') = (y + z, Pi(x')) = (. x , Pi(x')) 
y cle la misma forma para P 2 . QED 

Veamos alrora como se escribe la proyeccion ortogonal en una base ortonormal adaptada a la descom- 
posicion de subespacios. Sea V un espacio vectorial de dimension finita n, y W un subespacio propio de 
dimension r, Sea B = {ei, . . . ,e n j una base ortonormal de V en la cual queremos calcular las matrices 
que representan a Pi y P 2 - Sea B' = {iq, . . . , u n } una base ortonormal de V, de forma que {u\, . . . , u r } 
sea una base (tambien ortonormal) de W . El teorema de ampliation de la base permite obtener este resul- 
tado. Aunque en principio esta establecido para bases no necesariamente ortonormales, el procedimiento 
de Gram-Schmidt nos asegura que la situation anterior es correcta. Como consecuencia, el resto de los 
vectores de la base B', es decir: {w r +i, . . . ,u n } son un base (tambien ortonormal) de W ± . Supongamos 
que los vectores de la base B' tienen como coordenadas en la base B los vectores columna de C™ (o IR" 
si el espacio es real): 

U u . . . , U n G C n 

Sea x un vector de V y X G C" sus coordenadas en la base B. Entonces: 


y = Pi(x) = ^2(ui,x)iii = Y,(U+X) Ui 

i = 1 i= 1 


es decir, en coordenadas: 

r r 

Y = Y,{U+ x )U i = {Y J u i l ' J i) x 

i= 1 i = 1 

y por tanto, la matriz asociada a P\ es: 


i— 1 

Tengase en cuenta que ambas bases son ortonormales para poder deducir este resultado. La matriz que 
representa a P 2 en esta misma base es: 

n 

E w? 

i=r -\- 1 

y se tiene: 

n 

Y J U i U t= I n 

i= 1 

siendo I n la matriz identidad en dimension n. 

Un resultado de gran utilidad en muchos campos (en particular en espacios de dimension infinita) es 
el teorema de la proyeccion ortogonal. La pregunta que se puede uno plantear es: dado un vector de un 
espacio vectorial con un producto escalar cual es el vector de entre todos los de un subespacio que mejor 
aproxima a este vector. La respuesta es que es la proyeccion ortogonal del vector sobre el subespacio. 


Teorema 5.4.1 Sea V un espacio vectorial de dimension finita y x € V. Sea W un subespacio de W. 
La norma del vector x — w, donde w € W, t.oma su valor mmimo cuando w es la proyeccion ortogonal 
de x sobre W. 

Demostracion. De acuerdo con el resultado sobre descomposicion ortogonal de V referida al sube- 
spacio W, x = y + z donde y € W, z € W 1 - . Entonces 


Ik - H| = 11 y + z- H| = II y - HI + INI 

pues y — w € W, z £ W ± . Esta expresion es minima cuando el primer sumando es cero: ||y — H| = 0, y 
por lo tanto: 


w = P w (x). 


QED 
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5.4.7 La propiedad del paralelogramo 

Hemos visto anteriormente que todo producto escalar da lugar a una norma asociada a el. La pregunta 
que surge es si toda norma deriva de un producto escalar. La respuesta es no. Existe una propiedad 
sencilla que caracteriza a las normas que provienen de un producto escalar. 

Teorema 5.4.2 1) Sea || • || una norma que proviene de un producto escalar, es decir: 

Ikll = V(x,x) 


F,ntnnrp<* ■ 

\\x + y\\ 2 + \\x-y\\ 2 = 2\\x\\ 2 + 2\\y\\ 2 
2) Sea || • || una norma que verifica: 

\\ X + y\\ 2 + \\x-y\\ 2 = 2\\x\\ 2 +2\\y\\ 2 
Entonces, || • || deriva de un producto escalar, que se escribe como: 

0 ,V) = \ (\\x + y\\ 2 - \\x ~ yf + i(\\x - iy\\ 2 - \\x + iy\\ 2 )) 

La demostracion de la primera parte es inmediata. Basta escribir la definicion de la norma en terminos 
del producto escalar. La demostracion de la segunda parte es mas complicada y necesita argumentos de 
continuidad en numeros reales. No la haremos aquf. 

5.4.8 El teorema de Riesz-Frechet 

Como hemos tenido ocasion de estudiar, no existe un isomorfismo canonico entre un espacio (de dimension 
finita) y su dual. Sin embargo, si el espacio tiene un producto escalar, podemos establecer una corre- 
spondence (que es un isomorfismo cuando el cuerpo es IR) entre ambos espacios usando este producto 
escalar asignando a cada forma lineal un vector del espacio original. 

Sea V un espacio vectorial (sobre IK = IR o IK = C) de dimension finita, con un producto escalar. La 
aplicacion: 

u x : V — > IK 

y !->■ {x,y) 

es una aplicacion lineal (con reales o complejos), es decir un elemento del dual, u> x £ V* . El teorema de 
Riesz-Frechet asegura que el resultado inverso es tambien cierto. 

Teorema 5.4.3 Dada una forma lu £ V* existe un unico vector x w € V tal que: 

u(y) = (x u ,y), Vy£V 

Demostracion. Sea {iti, . . . , u n } una base ortonormal de V. Entonces: 

n n n 

w (y) = ^CFX u i^y) u i) = y "Xui,y)uj(ui) = 'y'Xu(u i )u i ,y) 

i = 1 2=1 2=1 


y por lo tanto, el vector: 

n 

Xu = y ^u>(ui)uj 
1=1 

verifica el teorema. Veamos que es unico, aunque en la expresion anterior parezca depender de la base 
elegida. Supongamos que 

w(y) = (x, y) = {x', y), Vy G V 


Entonces: 


(x ~ x', y) = 0, VyGV 



5.4. PRODUCTO ESCALAR 


111 


Pero el unico vector ortogonal a todo el espacio es el vector 0, por tanto, x = x' . 
La correspondencia: 


V 

x 


V 

M X 


es un isomorfismo de espacios vectoriales reales: 

ip{x + y)(z) = (z,x + y) = (z,x) + ( z,y ) = ip(x)(z) + ip{y){z) 


Ademas: 

i/j(\x)(z) = (z, Xx) = X(z,x) = X ip(x)(z) 
En espacios complejos aparece un conjugado. 


QED 
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Tema 6 


Operadores en espacios con producto 
escalar 

Operadores en espacios complejos. Operador adjunto. Operadores autoadjuntos y uni- 
tarios. Proyectores ortogonales. Teorema espectral. Operadores en espacios reales. 
Operadores simetricos y ortogonales. 

A1 igual que cuando hablamos de diagonalizacion de endomorfismos, haremos aquf una distincion 
entre el caso real y complejo. Como veremos, el caso complejo es mas simple que el real, y muchos de los 
resultados que obtengamos en este caso seran aplicables en el real. 

6.1 Operadores en espacios complejos con producto escalar 

En toda esta section V sera un espacio vectorial complejo de dimension finita, dotado de un producto 
escalar. 

6.1.1 El operador adjunto 

Llamaremos operadores (lineales) a los endomorfismos de V. Para cada operador en V introducimos un 
operador asociado. 

Definition 6.1.1 Sea A: V — ■> V un operador. El operador adjunto se define como un operador A + : V — » 
V que verifica: 

(x, Ay) = ( A + x , y ) , Vx, y £ V. 

Veamos que tal operador existe. Para cada x £ V, definimos la siguiente forma lineal: 

V C y -> (x, Ay) 

Por el teorema de Riesz-Freclret, existe un linico vector z £ V tal que: 

(x,Ay) = (z,y), Vy £ V 

La correspondencia x i— » z de V en V es lineal. Sean x, x' £ V y consideremos la forma lineal: 

y^(x + x', Ay) = (x, Ay) + (x\ Ay) 

Existe un unico z £ V tal que: 

(x + x',Ay) = (z,y), Vy £ V 

es decir: 

(x, Ay) + (x', Ay) = (z, y) + ( z',y ) = (z + z', y) 
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de donde: 


z = z + z' 


En cuanto al producto por escalares: 
Sean x € V, X £ C y consideremos: 


y i ^ (A x,Ay) = A (x,Ay) 


Existe un linico z £ V tal que: 
y por tanto: 
de donde: 


(A x,Ay) = (z,y), Wy £ V 
X (x,Ay) = X(z,y ) = (A z,y) 


z = Xz 


La operation de tomar adjuntos (pasar de A a A + ) tiene las siguientes propiedades, que se pueden 
demostrar facilmente: 

1) (A+)+ = A 

2) (A + B)+_= A+ + B+ 

3) (Ati) + = A A + 

4) (AB) + = B + A + 

Por ejemplo, la propiedad 1): 


0 ’,Ay) = ( A + x,y ) = (y,A+x) = ((. A+)+y,x ) = (x, (ti+j+y) 

relation que debe ser cierta para todo x,y £ V, lo que demuestra 1). Las propiedades 2) y 3) son 
inmediatas. En cuanto a 4): 

(x, ABy) = (( AB)+x, y ) = {A + x, By) = (B + A + x, y) 


6.1.2 Representacion matricial del operador adjunto 

Veamos como obtener la representacion matricial del operador adjunto a partir de la del operador original. 
Sea V un espacio vectorial complejo de dimension finita dotado de un producto escalar y B — {ui, . . . , w„} 
una base ortonormal de V. Sea A la matriz de A en la base B , es decir, A = ( ): 

n 

Aiii = ajiUj, i = 1 , . . . , n 

i=l 

Sea A! la matriz del operador adjunto, A! = (aC). Se tiene: 

(x, Ay) = (A + x,y), Vx,y£V 


En particular: 

(ui, Auj) = ( A + Ui,uj ), 

y sustituyendo las expresiones de Auj y A + U£. 


Vi,j = l,...,n 


n n 

{ u ii ^ ] Q'kj'U'k ) = ] a ki u k’> u j) 

k = 1 k= 1 


n n 

y ^ ® kj i V* k ) y ^ ^ki^^k •> ) 

k= 1 fc=l 

n n 

a kj$ik — Uki^kj 
k= 1 fc=l 
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&ij — @>ji 

es decir: 

A! = A + 

la matriz del operador adjunto es la matriz transpuesta conjugada (la matriz adjunta) del operador 
de partida (el smibolo + significara indistintamente operador adjunto o matriz transpuesta conjugada, 
dependiendo a quien este aplicado). Notese que este resultado es solo cierto cuando la base en la que 
estan escritos los operadores es ortonormal. Si no es asi, la relacion es mas complicada y lrace intervenir 
la matriz del producto escalar. En estas bases que no son ortonormales, la matriz de A + no es A + , lo 
que puede inducir a cierta confusion si no se presta atencion. 

Recorclando como se calculaban las coordenadas de un vector en una base ortonormal, podemos 
encontrar una expresion de los elementos de matriz de un operador en bases de este tipo. En efecto, 

n n n 

(Ui,AUj) — (a,;. ^ ^ Q’kj'Uk) — ^ ^ dkj ^ ' dkjdjk — dij 

fc = 1 fc = 1 fc = 1 


es decir: 


dij — (a, , Auj ) 


6.1.3 Operadores normales, autoadjuntos y unitarios 

Teniendo en cuenta las relaciones entre A y A + se pueden clefinir clases especiales de operadores. Sea 
(V, ( , )) un espacio vectorial complejo con producto escalar, y A un operador en V. 

Definicion 6.1.2 Se dice que el operador A es normal si conmuta con su adjunto: 

AA+ = A + A 

Definicion 6.1.3 Se dice que el operador A es autoadjunto si coincide con su adjunto: 

A + = A 

Definicion 6.1.4 Se dice que el operador A es unitario si: 

AA + = A + A = l v 

Los operadores autoadjuntos verifican: 

(x,Ay) = (Ax, y), 

y en bases ortonormales vienen representados por matrices hermfticas (o autoadjuntas): 

A + = A. 

Los operadores unitarios verifican: 


(Ax, Ay) = (x,y), 

y en bases ortonormales, sus matrices son unitarias, es decir: 

AA + = A + A = 

Es inmediato comprobar que los operadores autoadjuntos y unitarios son normales. Existen operadores 
normales que no son autoadjuntos ni unitarios. Nuestro interes se centra en los operadores autoadjuntos 
y unitarios. Sin embargo, es mas conveniente, y no implica ningun esfuerzo adicional, estudiar los 
operadores normales y luego restringirnos a estos dos casos. 
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6.1.4 Teorema espectral para operadores normales 

Nuestro objetivo es probar que los operadores normales son diagonalizables, es decir existe una base del 
espacio formada por autovectores, y ademas esta base es ortonormal. Para ello demostraremos unos 
lemas previos que se verifican para operadores mas generales. 

Proposicion 6.1.1 Sea V un espacio vectorial complejo de dimension finita y A, B dos endomorfismos 
de V, tales que AB = BA. Entonces, existe un vector no nulo y € V que es autovector de A y B. 

Demostracion. A1 ser V un espacio complejo de dimension finita, el polinomio caracteristico del 
endomorfismo A tiene al menos una raiz (teorema fundamental del algebra). Es decir, existe al menos 
un autovector de A, x € V: 

Ax = Xx, x € V. x yf 0, A € C 

Como Ay B conmutan, los vectores Bx , B 2 x, . . . son tambien autovectores de A con el mismo autovalor: 

AB k x = B k Ax = XB k x, k = 0,1,2,... 

Consideremos la sucesion de autovectores x, Bx, B 2 x, . . .. No pueden ser todos linealmente independi- 
entes, pues el espacio es de dimension finita (podria ocurrir que hubiera n = dim V vectores l.i. Entonces 
el vector x se dice que es un vector cfclico para A. La teoria de vectores cfclicos es muy importante 
sobre todo en el caso de espacios de dimension infinita, pero no la trataremos aqui). Supongamos pues 
que B r+1 x depende linealmente de los anteriores. El subespacio que generan {x, Bx, . . . , B r x} es un 
subespacio invariante bajo B , formado por autovectores de A de autovalor A. Restringiendo B a este 
subespacio, vemos que existe en el un autovalor de B, que por lo anterior tambien lo sera de A. QED 

La siguiente proposicion trata con espacios con producto escalar. 

Proposicion 6.1.2 Sea V un espacio complejo de dimension finita, con producto escalar. Sea A un 
operador en V. Entonces, si S es un subespacio de V invariante bajo A (AS C S), el subespacio 
ortogonal V 1 - es invariante bajo A + : 

4+(S' ± ) c S ± 

Demostracion. Sea y £ S ± . Por la definicion de operador adjunto: 

{x, A + y ) = {Ax, y ) 

Si x € S, al ser S invariante, Ax € S, luego: 

(a -,A + y) = (Ax, y) = 0 


de donde A + y £ S'- 1 . QED 

Enunciemos alrora el teorema espectral: 

Teorema 6.1.1 Sea V un espacio vectorial complejo de dimension finita dotado de un producto escalar. 
Sea A un operador normal en V. Entonces, existe una base ortonormal de V formada por autovectores 
de A. 

Demostracion. Al ser A normal, A conmuta con su adjunto, luego por la primera de las dos 
proposiciones demostradas previamente, A y A + tienen un autovector comun: 

Ax = Xix, A + x = fix 

Como (x,Ay) = (. Ax,y ), se tiene: 

(x, Ax) = ( x , Aicc) = Ai(a;, x) — ( A + x , x) = (fix, x) = jl(x, x), 


es decir: 


M = Ai- 
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Sea 


x 



un autovector cle norma 1 (vector unitario) de A y A + . El subespacio Si = lin{ui} es invariante bajo A 
y bajo A + . Por lo tanto, haciendo uso de la segunda proposition, *S'j L es invariante bajo A (y bajo A + ). 
Consideramos la restriction de A a Sf. Buscamos alii un autovector comun a A y A + (supongamos que 
de norma 1): 

Au2 = A 2 M 2 , A + 112 = X 2 U 2 


Ademas: 

(ui,u 2 ) = 0 

Se construye el subespacio S 2 = lin{ui,U 2 } y se continua el proceso, que debe acabar al ser el 
espacio de dimension finita. De esta forma se obtiene una base formada por autovectores de A que son 
ortonormales. Notese que es tambien una base de autovectores de A + . QED 


Estudiaremos ahora una serie de resultados relacionados con este teorema espectral. Lo primero que 
demostraremos es que la existencia de bases ortonormales caracteriza a los operadores normales. 


Proposicion 6.1.3 Sea V un espacio vectorial complejo de dimension finita dotado de producto escalar. 
Sea A un operador enV y sea B — {iq, . . . ,u n } una base ortonormal de V formada por autovectores de 
A. Entonces A es un operador normal. 

Demostracion. Calculemos las coorclenadas de la imagen de iq media, nte el operador A + en la base 
B: 


n n n n n 

A + Ui = Uj,A + Ui)Uj = YfAUj, Uj)Uj = Y^(XjUj,Ui)Uj = 'Y, ^j( u ji u i) u j = Y^^jbji u i = XiUi 
3 = 1 3 = 1 3 = 1 3 = 1 i=! 

luego Ui es tambien un autovector de A + con autovalor A j. Entonces: 

AA + Ui = \Xi\ 2 Ui = A + Aui, i = 1, . . . ,n 


luego AA + = A + A al coincidir en una base. QED 

El resultado sobre la existencia de una base ortonormal formada por autovectores se puede enunciar 
en terminos de matrices. 

Proposicion 6.1.4 Sea A una matriz compleja n x n, normal, es decir: 

AA + = A + A 

Entonces, existe una matriz unitaria U tal que: 

U + AU 


es una matriz diagonal 

Demostracion. Se considera a A como la matriz de un cierto operador en una base ortonormal 
{ei, . . . ,e„}. Entonces A + viene representado en esa base por la matriz A + . Por tanto, por las lripotesis 
del teorema, A es un operador normal. Al existir una base ortonormal formada por autovectores de A, 
{'«i , . . . , u n } la matriz de cambio de base es: 


n 

Ui — ^ ( Idj j e, 

3 = 1 

Por tanto, la matriz de A en la base {u^} se obtiene de la matriz A mediante la expresion: 


U- [ AU 
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y es obviamente diagonal, al estar formada la nueva base por autovectores de A. 

La matriz de cambio de base es unitaria. Esto es cierto siempre que se pasa de una base ortonormal 
a otra: 

UU + = U + U = I n 

En efecto: 

n n n n n 

dij (iq , Uj ) — ^ ^ 6/) — ^ ^ UikUflSu — ^ lA'lkli j k 

k= 1 1=1 k,l= 1 k,l= 1 k= 1 

es decir, la matriz U es unitaria, y: 

U + AU 

es una matriz diagonal. QED 

El teorema espectral se puede establecer diciendo que todo operador normal se puede llevar a una 
forma diagonal mediante una transformation unitaria. 


6.1.5 Teorema espectral para operadores autoadjuntos 

Puesto que un operador autoadjunto es normal, los teoremas anteriores se aplican a este tipo de oper- 
adores. Sin embargo, podemos decir algo mas de ellos. 

Proposicion 6.1.5 Los autovalores de un operador autoadjunto son reales. 

Demostracion. 

Sea A un autovalor de A con autovector x. Entonces: 

{Ax, x) = A(a;, x) = (x, Ax) = A(x, x) 

de donde 

A= A. 


QED 

Podemos establecer el siguiente teorema espectral: 

Teorema 6.1.2 Sea V un espacio vectorial complejo de dimension finita con producto escalar. Sea A 
un operador autoadjunto en V. Entonces, los autovalores de A son reales y existe una base ortonormal 
de V formada por autovectores de A. 

El resultado inverso es: 


Teorema 6.1.3 Sea V un espacio vectorial complejo de dimension finita con producto escalar. Sea A un 
operador en V con autovalores reales tal que existe una base ortonormal de V formada por autovectores 
de A. Entonces A es autoadjunto. 

Demostracion. 

De acuerdo con el teorema espectral para operadores normales, al existir una base ortonormal de V 
formada por autovectores de A, A es normal. Al tener los autovalores reales: 

A + u k = A fc u fc = X k u k = Au k , k = l,...,n 

luego A = A + y A es autoadjunto. QED 

El resultado para matrices es: 

Proposicion 6.1.6 Sea A una matriz hermitica (autoadjunta) . Entonces A es diagonalizable mediante 
una matriz unitaria, y la matriz diagonal es real. 

La demostracion sigue las lineas del caso normal. 



6.2. PROYECTORES ORTOGONALES 


119 


6.1.6 Teorema espectral para operadores unitarios 

Un operador unitario es tambien normal. Sus autovalores tienen modulo unidad. 

Proposicion 6.1.7 Los autovalores de un operador unitario tienen modulo 1. 
Demostracion. Sea A autovalor de A con autovector x. Entonces: 

Ax = Xx => A + Ax = \A + x = |A| 2 x 

y por tanto: 

|A| = 1 


QED 


Teorema 6.1.4 Sea V un espacio vectorial complejo de dimension finita con producto escalar. Sea A 
un operador unitario en V . Entonces, los autovalores de A tienen modulo igual a 1 y existe una base 
ortonormal de V formada por autovectores de A. 

El resultado inverso es: 

Teorema 6.1.5 Sea V un espacio vectorial complejo de dimension finita con producto escalar. Sea A 
un operador en V con autovalores de modulo unidad tal que existe una base ortonormal de V formada 
por autovectores de A. Entonces A es unitario. 

Demostracion. El operador A es normal. A1 tener los autovalores de modulo igual a 1: 

A Auk — A& — | Afc | Ufc — Uk ) k — 1 , ... ,n 

luego AA + = A + A = 1 y y A es unitario. QED 

El resultado para matrices es: 

Proposicion 6.1.8 Sea A una matriz unitaria. Entonces A es diagonalizable mediante una matriz 
unitaria, y la matriz diagonal tiene element-os de modulo 1 en la diagonal. 

Los operadores unitarios relational! bases ortonormales entre si. Conservan longitudes y angulos. 

De la relation JJIA + = I„ se deduce que el determinante de una matriz unitaria (y por lo tanto de un 
operador unitario) tiene modulo igual a 1: 

1 = det (UU + ) = det U detW + = | detWj 2 

pues det Ifi = det U y det U = det U. 

Los operadores unitarios forman un grupo respecto a la composition de operadores. Se le llama el 
grupo unitario ( U(n )). El subconjunto de operadores unitarios con determinante igual a 1 es un subgrupo 
de este, ( SU(n )). Por ejemplo, U( 1) son los niimeros complejos de modulo 1 (es decir, la circunferencia 
unidad) . 

6.2 Proyectores ortogonales 

Sea V un espacio vectorial complejo de dimension finita con producto escalar. Sea A un operador normal 
en V, con espectro 


a(A) = {Ai,. . . ,A r }, Aj ± Xj, i^j, i,j = l,...,r, r <n 
Los subespacios invariantes: 


Vi = ker(A- Xil v ), i = l,...,r 
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son ortogonales entre si: 


ViEVj, 


como consecuencia del teorema espectral, pues corresponden a autovalores distintos. Ademas su suma es 
el espacio total: 

V = Vi © • • • © V r . 


De esta forma podemos definir los proyectores sobre cada uno de los subespacios invariantes, general- 
izando los proyectores ortogonales que estudiamos en la descomposicion de V en suma de un subespacio 
y su ortogonal: 

x € V, x = x\ A ■ ■ ■ A x r 
P l ~. -> V 

X t— > Xi 

La familia de proyectores P, verifica una serie de propiedades que se conocen como el teorema de 
descomposicion espectral. 


Teorema 6.2.1 Los proyectores ortogonales Pi, . . . , P r asociados a un operador normal A en un espacio 
vectorial complejo V de dimension finita con producto escalar, verifican las siguientes propiedades: 

1) P? = Pi 

2) PiPj = <\,r, 

3) l \ + • • • + P r = 1 y 

4) Ai-Pi + • • • + A r P r = A 

Demostracion. Los proyectores ortogonales son idempotentes y autoadjuntos: 


Pi X PiXi Xi 


(x, Piy) = ( x,yi ) = (x,,yi) = ( Xi,y ) = (. P t x,y ) 

Ademas: 

P%Pj{x) = Pi(xj) =0, i j 

En cuanto a su suma: 

(Pi + • • • + P r )x = P\X + • • • + P r X = X\ + ■ ■ ■ + x r = x, \/x £ V 


luego es la identidad en V. 

Finalmente: 

(AiPi A • • • A \ r P r )x — A 1 P 1 X A • • • A A r P r x — 

= Aia:i A • • • A X r x r = Ax i A • • • A Ax r = A{x\ A • • • A x r ) = Ax 


La expresion: 

A — AiPi A • • • A A r P r 

se conoce como la descomposicion espectral del operador A. 

La descomposicion espectral de un operador permite caracterizarlo de la forma siguiente. 


QED 


Proposicion 6.2.1 Sea V un espacio vectorial complejo de dimension finita dotado de un producto es- 
calar, y A un operador en V. Supongamos que existe una familia de proyectores ortogonales (idempotentes 
y autoadjuntos) , {Pi, . . . , P r } y un conjunto de escalares (distintos) , {Ai, . . . , A,.} que verifican: 

1) PiPj = 0, i^j 

2) Pi A • • • A P r — ly 

3) AiPi H h A r P r = A 

entonces, A es normal. 
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Demostracion. 

aa + = (E A ^)(E h p ?) = E x ih p i p j = E = e \ x i\ 2p i = 

i= 1 j— 1 i,j= 1 i, j = l i=l 

Los escalares A; son los autovalores de A , y los autovectores son de la forma PiX con x £ V. En efecto: 

r r 

APi(x) — ^ ) XjPjPiX — ^ ) XjSijPiX A [PiX 

j=i j= i 

Veamos que no hay otros autovalores. Sea A € C tal que existe x € V distinto de cero y: 

Ax = Xx 


r r 

Ax = E] A,PjX = A E ^U 1 ) 

i=l i=l 

es decir: 

r 

^(A 4 -A)P,x=0 

2=1 

Aplicando P&: 

r r 

E(Aj - X)P k PiX = E( Ai _ A )5 ik PiX = (Afe - A)P fc a; = 0 

i=l i= 1 

Por tanto, P k x — 0 o bien X = X k . En el segundo caso, A es uno de los escalares que temamos. En el 
primero, si la relation es cierta para todo k = 1 , ... ,r, entonces x = 0. QED 

Los operadores autoadjuntos y unitarios se caracterizan de forma similar: 

Proposicion 6.2.2 En las condiciones de la proposicion anterior, si los escalares { Ai , . . . , A r } son reales, 
A es autoadjunto. 

Demostracion. De acuerdo con la primera proposicion A es normal. Al tener todos sus autovalores 
reales es autoadjunto. QED 

Proposicion 6.2.3 Si los escalares { Ai , . . . , A r } son de modulo 1, A es unitario. 

6.2.1 Calculo de proyectores ortogonales 

Ya hemos estudiado como calcular un proyector conociendo una base ortonormal del subespacio sobre el 
que proyecta. Si {ei, . . . , e n j es una base ortonormal del espacio V y {«i, . . . , «„} es una base ortonormal 
de autovectores del operador A, los espacios Vj, i = 1, . . . ,n estaran generados por los vectores: 


Vi 

= lin{ixi , . . . , u ni } 

(6.1) 


lin{'U ni _|_i, . . . , , u ni _|_ n2 } 

(6.2) 



(6.3) 


lin{li ni _| |-n r _i+l? • • • i 

(6.4) 


donde ni es la dimension del espacio Vi. Por tanto, el proyector Pi sobre el subespacio 

lin{/a ril _[ \-rii — i + l ? • • ■ 5 \-rii — \ +n, 1 ? 

niH t- rii 

p i= E 

fc=niH |-ni_ i + l 


se puede calcular como: 
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donde Ui son las coordenadas del vector m en la base {e.J. Notese que la action de un proyector es: 

n H 1 -Ui 

Pi( x ) = ^2 { u k, x )u k . 

k=m-\ \-rii — i + l 


En esta notation se tiene: 

n 

In = E U i U t’ 

i = 1 

la descomposicion espectral de la identidad, y 


A = J2 X ' UiU ^ 

la descomposicion espectral del operador A (o de su matriz A en la base {e.i}). 

Existen otras formas de calcular proyectores ortogonales. Veremos una de ellas que usa los polinomios 
interpoladores de Lagrange. 


Proposition 6.2.4 Sea V un espacio vectorial complejo de dimension finita con un producto escalar. 
Sea A un operador normal enV y A = J2i=i AjPj su descomposicion espectral. Entonces, los proyectores 
ortogonales Pt son iguales a: 

Pi = <Pi(A), i = l,...,r 
donde los polinomios p( A) vienen definidos por: 

/.x _ (A — Ai) ■ ■ ■ (A — Aj_i)(A — Aj-fi) ■ ■ ■ (A — A r ) . _ 

X (Ai — Ai) • • • (A i — Aj_i)(Aj — Aj + i) • • • (Ai — A r ) 


Demostracion. Se tiene: 


jjH J j^i 

Pero no es dificil calcular el valor de estos polinomio sobre A: 


tfii-A) — Pii y ^ A jPj) — y ' 

i = i 3 = i 


debido a las propiedades de los proyectores ortogonales. 

Como: 

Vi (Aj ) = dij 

se obtiene el resultado buscado. QED 

De la demostracion anterior se deduce que para cualquier polinomio p{ A), el valor que toma sobre el 
operador A es: 

n 

P( A ) = Ep(Ai)^ 

3=1 

Se puede extender a funciones analiticas (es decir, que admiten un desarrollo en serie que es convergente 
en un entorno del punto considerado) : 


f( A ) = Y. /( A i) p f 

3=1 

lo que permite calcular valores de funciones sobre operadores (normales). 
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6.3 Operadores en espacios vectoriales reales con producto es- 
calar 

Las mismas cuestiones que se suscitaron en relacion con los espacios complejos dotados de un producto 
escalar seran estudiadas aqui. Como veremos, las dificultades principales provienen del hecho que no 
todo operador en un espacio real posee autovalores (se entiende reales). La extension del cuerpo base 
(notion que se puede definir rigurosamente) a los numeros complejos, permitiria aligerar esta section. Sin 
embargo nos mantendremos en el campo real en todo lo posible. 

6.3.1 El operador transpuesto 

En analogia con el operador adjunto, definiremos aqui el operador transpuesto. Es este un nombre ya 
usado en relacion con el espacio dual. De hecho, utilizando el teorema de Riesz-Frecliet , ambos conceptos 
coinciden. Sin embargo, para evitar problemas de interpretation el operador transpuesto se entendera en 
la forma que sigue. 

Definition 6.3.1 Sea V un espacio vectorial real con producto escalar, y A un operador en V. Se define 
el operador transpuesto de A, A 1 como el unico operador que verifica: 

{x, Ay) = (A*x, y) 

Para demostrar la existencia y unicidad de este operador, basta aplicar el teorema de Riesz-Frechet, 
tal y como lricimos en el caso complejo para el operador adjunto. 

Las propiedades del operador transpuesto son similares a las del adjunto: 

1) (ti 4 ) 4 = A 

2) (A + BY = A t + B t 

3) (Ati) 4 = A A t 

4) (AB ) 4 = B t A t 

6.3.2 Representacion matricial del operador transpuesto 

Queremos obtener la representacion matricial del operador transpuesto A 1 dada la del operador A. Sea 
V un espacio vectorial real de dimension finita dotado de un producto escalar y B = {mi, ... ,u n } una 
base ortonormal de V. Sea A la matriz de A en la base B , es decir, A = (a^): 

n 

Aiii = cijiUj, i — 1 , . . . , n 

i = 1 

De lo estudiado para la expresion de los elementos de matriz del operador A se tiene: 

&ij — ( Hi 5 Alij ) 


y si A' es la matriz del operador transpuesto, 

&ij (V'ii A Uj ) 


como 


i^Aiij ) — ( A Ui^iij^j — (iLj^A Ui ) 


se concluye: 


es decir: 


dij — CL a 


A! = A t 


la matriz del operador transpuesto es la matriz transpuesta del operador de partida cuando la base es 
ortonormal. El shnbolo 4 denota tanto el operador transpuesto como la matriz transpuesta. 
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6.3.3 Operadores normales, simetricos y ortogonales 

En el caso real, los operadores mas interesantes seran los simetricos (analogos a los autoadjuntos) y 
ortogonales (analogos a los unitarios). 

Definicion 6.3.2 Se dice que el operador A es normal si conmuta con su transpuesto: 

44* = A* A. 

Definicion 6.3.3 Se dice que el operador A es simetrico si coincide con su transpuesto: 

A* = A. 

Definicion 6.3.4 Se dice que el operador A es ortogonal si: 

44* = A 1 A = l v . 

Los operadores simetricos verifican: 

(x,Ay) = ( Ax,y ) 

y en bases ortonormales vienen representados por matrices simetricas: 

A* = A 

Los operadores ortogonales verifican: 


(Ax, Ay) = (x, y) 

En bases ortonormales, sus matrices son ortogonales, es decir: 

44* = A 1 A = I n 

Es inmediato comprobar que los operadores simetricos y ortogonales son normales. Sin embargo en 
el caso real no estudiaremos los operadores normales. La razon es que los operadores simetricos tienen 
todos sus autovalores reales y su estudio es muy similar al caso complejo. Pero los ortogonales no los 
tienen reales en general (con mas precision no tienen autovalores en general )y por lo tanto requeriran 
un estudio especial. 


6.3.4 Teorema espectral para operadores simetricos 

El principal problema que surge en relation con el caso complejo es probar que los autovalores de un 
operador simetrico son reales (aunque no sea muy precisa, utilizaremos esta terminologia para expresar 
el que las raices del polinomio caracteristico pueden no ser reales, en cuyo caso no son autovalores del 
operador) . 


Proposicion 6.3.1 Sea V un espacio vectorial real de dimension finita con producto escalar. Sea A un 
operador normal en V. Si x £ V es un autovector de A con autovalor X, entonces x es autovector de A t 
con el mismo autovalor. 


Demostracion. 

||(4*— Aly)x||“ = ((A 1 — XI y)x , (A t — XI y)x) = ((4— Aly)(4*— Aly):r, x) = ((4* — Aly)(4— Aly)a;, x) — 0 


y por tanto: 

(4* — Aly)a; = 0 


QED 


Al igual que en el caso complejo, si un subespacio es invariante bajo un operador 4, su complemento 
ortogonal lo es bajo el operador transpuesto. 

El teorema espectral para operadores simetricos se puede enunciar como sigue: 
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Teorema 6.3.1 Sea V un espacio vectorial real de dimension finita con producto escalar. Sea A un 
operador simetrico en V . Entonces, existe una base ortonormal de V formada por autovectores de A. 

Demostracion. Demostramos en primer lugar que las rafces del polinomio caracterfstico de A son 
todas reales. Para ello, consideremos el polinomio minimo de A, m( A). Los factores irreducibles de este 
polinomio que tiene los coeficientes reales, son de grado 1 o 2. Demostremos que no pueden ser de grado 
2. Si tuviera un factor irreducible de este grado: 

m( A) = [(A — a) 2 + 6 2 ]toi(A) 

donde b ^ 0. El polinomio mfnimo anula al operador, es decir, m{A) = 0. Entonces Va; € V se tiene: 

m(A)x = 0 => [( A — aly) 2 + & 2 ly]mr(A):r = 0 
Sea y = m\{A)x. Entonces: 

[( A - aly) 2 + b 2 ly\y = 0 

Calculemos el producto escalar: 

([(A - aly) 2 + b 2 l v ]y, y) = (( A - aly) 2 y, y) + ( b 2 y , y) = ((A - aly)y, (A - al v )y) + b 2 (y , y) = 

= ||( A - aly ) 2 /|| 2 + 6 2 || y || 2 = 0 . 

Como b yf 0, ||j/|| = 0, es decir y = 0. En consecuencia, el operador mi (A) es cero, y por tanto m( A) 
no seria el polinomio mfnimo. No hay factores de grado 2, y por consiguiente los autovalores son reales. 

El argumento es alrora igual que en el caso complejo. Se toma un autovector de A y se construye 
su subespacio ortogonal, que es invariante bajo A * = A. En este espacio ortogonal se construye otro 
autovector y se sigue el proceso hasta tener una base ortonormal de V formada por autovectores de A. 
QED 

El resultado inverso es tambien cierto. 

Teorema 6.3.2 Sea V un espacio vectorial real de dimension finita con un producto escalar. Sea A un 
operador en V, tal que existe una base ortonormal de V formada por autovectores de A. Entonces A es 
simetrico. 

Demostracion. Sea {iq, . . . , u„} la base ortonormal. Entonces: 

Auk = Afciifc 


Alrora bien, 

n n n n 

A tu k = 5>. A t Uk)ui = y ^(Auj, u k )ui = A i(ui, u k )ui = ^ A AkUi = A k u k 

i= 1 i = 1 i= 1 i= 1 

y por lo tanto, 

A* = A 

QED 

Las matrices que intercambian las bases ortonormales son ortogonales (la demostracion es identica a 
la hecha en el caso complejo). Se tiene el resultado siguiente para matrices: 


Teorema 6.3.3 Toda matriz simetrica (real) es diagonalizable por una transformacion ortogonal. 

Demostracion. Una matriz simetrica se puede considerar como la matriz de un operador simetrico 
en una base ortonormal. Pasando a la base ortonormal de autovectores la matriz que representa al 
operador es alrora diagonal y la matriz de cambio de base es ortogonal: 


V t AV 


es diagonal. 


QED 
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6.3.5 Descomposicion espectral de operadores simetricos 

A1 igual que los operadores normales, los operadores simetricos admiten una descomposicion espectral. 

Sea A un operador simetrico en un espacio vectorial real de dimension finita dotado de un producto 
escalar. 

Sea cr(A) = {Ai,...,A r } el espectro de A. Sean V) = ker(A — XAv) los subespacios invariantes. 
Entonces: 

v = Vi © • • • e v r 

y los subespacios son ortogonales entre si, al corresponder a autovalores distintos. 

Existe entonces una familia de proyectores ortogonales (simetricos e idempotentes) que ademas verif- 
ican: 

1) PiPj = 0 ,i+j 

2 ) Pi + • • • + P r = 1 v 

3) AlPiH b A r Pr = A 

El calculo de proyectores ortogonales se lrace igual que en el caso complejo, bien en una base dada, o 
empleando polinomios interpoladores. 

La descomposicion espectral permite identificar a los operadores simetricos: 

Si dado un operador A en un espacio vectorial real de dimension finita con un producto escalar, 
existe una familia de proyectores ortogonales (simetricos e idempotentes) que verifican las anteriores 
propiedades para una familia de escalares (reales) distintos, entonces A es simetrico y esos escalares son 
sus autovalores. La multiplicidad del autovalor A $ es la dimension del espacio PiV . 


6.4 Operadores ortogonales 

El ultimo tipo de operadores en espacios con producto escalar que vamos a estudiar son los operadores 
ortogonales. En este caso, al no ser (en general) todas las rafces del polinomio caracterfstico reales, no 
podremos encontrar una base formada por autovectores. Sin embargo, existen bases en las que estos 
operadores adoptan formas sencillas. Son estas formas canonicas las que vamos a discutir. Comen- 
zaremos por el caso de dimension 2 y veremos como los demas se reducen a este. La razon es que los 
factores irreducibles del polinomio caracterfstico (un polinomio con coeficientes reales) son de grado 1 o 
2. Recordemos que los operadores ortogonales vienen representados por matrices ortogonales en bases 
ortonormales: 

A* A = I n 

De esta relation se deduce que el determinante de una matriz ortogonal (y por lo tanto de un operador 
ortogonal) es igual a ±1. Los operadores ortogonales con determinante igual a +1 se llaman rotaciones. 

El conjunto de operadores ortogonales forma un grupo respecto a la composition de operadores. Se 
le llama el grupo ortogonal ( 0(n )). El subconjunto de operadores ortogonales con determinante igual a 
1 es un subgrupo de este, (SO(ri)). 


6.4.1 Operadores ortogonales en un espacio de dimension 2 

Sea V un espacio vectorial real de dimension 2 con producto escalar y A un operador ortogonal en este 
espacio: 

AA* = A* A = lv 


Proposition 6.4.1 En las condiciones anteriores, existe una base ortonormal de V en la que el operador 
A tienen como matriz una de las siguientes: 


f cos # —sen# A 
y sen# cos# J ’ 



0 

-1 


En el primer caso, el determinante de la matriz es 1. En el segundo es — 1. 

Demostracion. Sea 


a b 
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la matriz de A en una base ortonormal. Entonces: 

A* A = h 

y operando: 


a 2 + c 2 ab + cd 
ab + cd b 2 + d 2 


es decir: 


a 2 + c 2 = b 2 + d 2 = 1 

ab + cd = 0 

Si a 2 + c 2 = 1 podemos encontrar un numero real 6 en el intervalo [0, 27 t) tal que: 

a = cos 6, c = send 

Razonando igual con b 2 + d 2 = 1: 

b = cos9\ d = sen9' 

Sustituyendo estos valores en la tercera ecuacion: 

cos9 sen 9 ' + sen 9 cos 9' — 0 
sen(# + 9') = 0 

es decir, 

O' = 0 o 9' — it — 9 

En el primer caso, la matriz del operador es: 


es decir, el tipo 1). 

En el segundo caso: 


En el primer caso no hay ningun vector invariante (salvo, obviamente el vector cero). Se trata de 
una rotation de angulo 9 en sentido antilrorario (positivo). Su determinante es igual a 1. Toda matriz 
ortogonal 2 x 2 de determinante igual a 1 tiene esta forma (con distintos valores de 9) en cualquier base 
ortogonal. 

Sin embargo, la segunda matriz tiene un vector invariante con autovalor igual a 1 (o el operador 
correspondiente) : 

, , ( cos 9 — A sen 9 \ , 2 

det „ Q . = A - 1 = 0 

V sen 9 — cos 9 — A J 

tiene como soluciones A = ±1. Sea u\ el autovector de autovalor 1 y norma 1: 

Au\ = ui 

Escojamos un vector unitario, U 2 , ortogonal a u\. Estos dos vectores son l.i. y forman una base ortogonal 
en V. En ella la matriz de A tiene la forma: 


cos 9 

— sen 0 

sen 9 

cos 0 

cos 9 

sen 9 

sen 9 

— cos 9 


debido a que u\ es autovector de autovalor 1. Pero esta matriz debe ser ortogonal (y tener determinate 
igual a —1). Por lo tanto, (3 = — 1 y a = 0. Es decir, el segundo vector (elegido como ortogonal a m) es 
justamente el autovector de autovalor — 1. En este caso, tenemos una base ortonormal de autovectores del 
operador A. Esta es la segunda de las formas canonicas de las que habla la proposition. En la base {iq, 112 } 
se observa que este operador representa una reflexion. Hay una recta que permanece invariante (punto 
a punto) la asociada al autovector iq . El resto de vectores sufre una reflexion con respecto a esta recta 
(en particular el 112 que simplemente cambia de signo). Toda matriz ortogonal (2 x 2) de determinante 
negativo es el producto de una matriz que representa una rotation (con determinante positivo) por la 
matriz de la segunda forma canonica que aparece en la proposition. QED 
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6.4.2 Subespacios invariantes de un operador ortogonal 

Sea V un espacio real de dimension finita dotado de un producto escalar, y A un operador ortogonal en 

V. 

Proposition 6.4.2 Los autovalores de A (en caso de que existan) son iguales a ±1. 

Demostracion. Si A £ IR es un autovalor de A , sea x un autovector con ese autovalor. Entonces: 

(Ax, Ax) = A 2 (a;, x) => A 2 = 1 


QED 

Pero podria ocurrir que no tuviera ningun autovalor. A1 ser los autovalores las raices del polinomio 
caracteristico, un polinomio con coeficientes reales, las raices complejas aparecen siempre a pares (una 
y su compleja conjugada). Por tanto, en dimension impar siempre existen autovalores reales (al menos 
uno, igual a +1 6 —1). En este caso, siempre hay un subespacio invariante de dimension 1. En general 
se tiene el resultado siguiente: 

Proposicion 6.4.3 Sea V un espacio vectorial real de dimension finita, con un producto escalar y A un 
operador ortogonal. Entonces, existe un subespacio invariante de V de dimension 16 2. 

Demostracion. Se considera el polinomio caracteristico de A que se puede descomponer en factores 
irreducibles (algunos posiblemente repetidos) de grados 16 2: 

P( A) = Pi (A) ■■■Pr( A) 

Como p(A) = 0, consideremos un vector x £ V tal que existe un numero j £ {1, . . . , r} y; 


P\(A) ■ ■ ■ Pj (A)x = 0, p\(A) ■■■p :j _ 1 (A)x ± 0 

Sea y = p\(A) ■ ■ ■ pj_i(A)x . Entonces: 

Pj(A)y = 0 

Si el grado de pj( A) es igual a 1: 

(A + bl v )y = 0 => Ay = -by 

y existe un subespacio de dimension 1, generado por y , invariante bajo A. 

Pero si el grado de pj ( A) es igual a 2, entonces: 

(A 2 + aA + bly)y = 0 

y { y , Ay} generan un subespacio invariante de dimension 2. En efecto: 

Ay £ lin{y, Ay}, A(Ay) = A 2 y = - aAy - by £ lin{y, Ay} 


QED 


6.4.3 Forma canonica de un operador ortogonal 

Con lo dicho anteriormente podemos construir una base de V donde un operador ortogonal adopta una 
forma sencilla. Basta considerar un subespacio invariante (que siempre existe, de dimension 1 o 2) y 
descomponer el espacio en una suma de ese subespacio mas su complementario ortogonal (que tambien 
sera invariante). 

Teorema 6.4.1 Sea V un espacio vectorial real de dimension finita, dotado de un producto escalar y 
A un operador ortogonal en V. Entonces, existe una base ortonormal de V en la que la matriz que 
represents al operador tiene la forma: 
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Es decir, el espacio se descompone en la suma de subespacios invariantes de dimension 16 2. 

El mirnero de autovalores +1 y —1 coincide con sus respectivas multiplicidades. En cada bloque 2x2 
no hay autovalores, pero las raices del polinomio caracteristico son y el niimero de estos bloques 
para un mismo valor de 9j coincide con la multiplicidad de estas raices. 

Por cjemplo, en dimension 3 siempre hay un autovalor real (al menos) que es igual a +1 o a — 1. Si el 
determinante es +1, hay un autovalor igual a +1. Se trata de una rotation, cuyo eje (conjunto de vectores 
invariantes) viene dado por el autovector correspondiente al autovalor 1. Hay un segundo subespacio de 
dimension 2 (salvo casos degenerados) invariante bajo la rotation, y que no contiene ningiin autovector. 
Es el (unico) espacio ortogonal al eje. 
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Tema 7 


Tensores 


Aplicaciones multilineales. Coordenadas contravariantes y covariantes. Producto tenso- 
rial. Cambios de base. Tensores y grupos de transformaciones. Tensores sobre espacios 
con producto escalar. 


El tema que se expone a continuation contiene una introduction a tensores. Su dificultad es superior 
a la media de los temas anteriores y solo presenta los tensores desde un punto de vista algebraico, 
perdiendose por consiguiente una vision mas geometrica (y quizas mas intuitiva) de este concepto, debido 
a la no inclusion de campos tensoriales. 


7.1 


Una justi 


% 


acion 


Ejemplo 7.1.1 Las ecuaciones de la dinamica newtoniana 

El movimiento de un punto material (con m = 1) viene descrito en la mecanica newtoniana por un 
sistema de ecuaciones diferenciales: 


d 2 x 
~dt 2 
d 2 y 
dt 2 
d 2 z 
dt 2 


fx{x, y, z, t) 
fv(x,y,z,t) 
fz(x,y,z,t) 


La razon de reunirlas en una notation vectorial proviene de sus propiedades de transformation frente 
al cambio de sistema de referenda. Un cambio de este tipo mezcla las coordenadas y las componentes de 
la fuerza en la manera en que lo hacen los cambios de base de un espacio vectorial: 


d 2 r 

dt ' 2 


F{r, t ) 


Ejemplo 7.1.2 Las ecuaciones de Maxwell 

Las ecuaciones de Maxwell del campo electromagnetico relacionan los campos electrico (E) y magneti- 
co ( B ) con las cargas (p) y corrientes (j). Una forma de escribirlas en una notation compacta es la 
siguiente (tomamos c = 1): 

= -47 xj v 

dpF vp + dpFpv + d u F P p = 0 

donde F ^ es el llamado tensor del campo electromagnetico. Sus componentes, es decir, los valores de 
F (y F^, que son distintos como estudiaremos mas adelante), cuando los indices yv recorren los valores 
0, 1, 2, 3 (notese que empezamos a numerar en 0), son los siguientes: 

JT'OO zull Z?22 7733 TP TP TP TP 

r — r — r — r — -Too — r n — U 22 — U 33 — U 
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F 01 Z?10 tp z? z? 

— — r — — -£*01 — * io — rj x 

77'02 Z?20 T7> Z7 1 TP 

r — —r — — -T02 — -£*20 — -Dy 

Z703 Z?30 77 TP TP 

r — —r — —Po3 — -£*30 — 

F 12 Z?21 Z? TP 77 

— — -£* — -£*12 — — -^21 — ^2 

F 31 z?13 Z7 Z? 77 

— ~ F ~ * 31 — — ^13 — &y 

TA 23 77^32 77 77 77 

-£* — — r — r 23 — —^*32 — -Dai 

que se pueden disponer como una matriz: 



( 

0 

E x 

Ey 

E z \ 


( 0 

~E X 

Ey 

- E z \ 

_ 


—E x 

0 

B z 

— By 

F — 

E x 

0 

B z 

By 


— Ey 

-B z 

0 

B x 

1 fLV 

Ey 

-B z 

0 

B x 


V 

~E Z 

By 

—B x 

° ) 


\ E z 

By 

—B x 

° / 


Ademas, <9 0 = d t ,d\ = d x ,d 2 = d y ,d 3 = d z y j° = pj 1 = j x ,j 2 = j y ,f = j z . En la notation 
E,B,p,j, la primera de las ecuaciones de Maxwell se escribe como: 


VE = 4-7T/9 

dE - - 

— Vxfi = — 47 t? 

dt J 

La segunda es: 

VB = 0 
dB 

— +VxE = 0 
at 

Las ventajas de utilizar el objeto F son, en parte, las de manejar de forma sencilla los cambios de 
sistemas de referenda. Como veremos, F sera un tensor de segundo orden, 2 veces contravariante, y 
esto determina de forma unfvoca sus propiedades de transformation bajo cambios de base (concretamente 
los asociados a la teoria de la relatividad) . 


Ejemplo 7.1.3 Energfa cinetica de rotacion de un solido rfgido 

Consideremos un solido rigido que supondremos descrito por un sistema de n particulas de masas to,; 
con posiciones r), y velocidades v,- t = r). La energfa cinetica es la suma de las energfas cineticas de cada 
partfcula , es decir: 

1 n 

T=~Y j m l v 2 i 

i= 1 

Si el solido gira en torno a un eje (supongamos que no hay movimiento de traslacion) de vector unitario 
e (constante), podemos definir una velocidad angular, uj (en la direction del eje de rotacion) tal que: 

Vi = w x fi, i = 1 , . . . , n 

El momento angular de una de las particulas es TO,r) x u) y el total es la suma: 

n 

L = ^2 X Vi 

i = 1 


Sustituyendo v) de la expresion anterior: 


n 

L = ^2 X (u X fi) 

i = 1 
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y operando: 


L = '^2 nii(\ri\ 2 uj - (fi.C3)fi) 


Escribamos las coordenadas de r* y uj en un sistema de referenda ortonormal como: 

ri = (xi i,x i2 ,x i3 ), uj = (u) i,w 2 ,w 3 ) 

Entonces, el momento angular se escribe en coordenadas como: 

3 n 3 n 

L k = EE TR'i | T i | XikXijLUj ) — E^E Wli (fikj | ^ i | %ik%ij')i & — 

J = 1 2=1 J = 1 2=1 

y si definimos: 

n 

Ikj — ^ ^ Wli (^fcj |^*2 1 %ik%ij) 

2=1 

podemos escribir: 

3 

Lk = ikjUj 
i= i 

Se llama tensor de inercia a un objeto cuyas componentes en el sistema de referenda en el que estamos 
trabajando son I t .j . Los valores explicitos que toman estas componentes son: 


III = Y^ m i(x?2 + X%) I 2 2 = J27=l m i( X il + x %) I 33 = '^2 m z(x 2 il + X 2 i2 ) 

2 = 1 2 = 1 

n n 

h-2 = I 2 I = — m-iXilXi2 I is = I 31 = — Y^i= 1 m i x il x i3 ^23 = ^32 = — kTliX^Xis 

i= 1 i=l 

que corresponden a los momentos de inercia respecto a los ejes coordenados y a los opuestos de los 
productos de inercia. 

La energia cinetica de rotacion del sistema es: 

3 3 

T= oE^=oE 7 - 


i= 1 


2 

i,j=l 


que resulta ser una forma cuadratica en la velocidad angular. 

Los cambios de coordenadas en este sistema vienen dados por transformaciones entre bases ortonor- 
males (en el producto escalar usual de IR 3 ) que preservan la orientacion, es decir por rotaciones (ademas 
de por traslaciones, que no son lineales y no seran tratadas aqui). Uno puede imaginar transformaciones 
de coordenadas mas generates, pero, dado que trabajamos con un solido rigido, estas deben conservar 
angulos, distancias y orientacion. 

Si R es la matriz de la rotacion: 

3 

X'l j — ^ ( RjkXik 
fc= 1 

Las nuevas componentes del tensor de inercia son: 

n 

!'kj = E^^l^l 2 “ X 'ik x ij) 

2=1 

y sustituyendo: 

n 3 3 / n \ 

1 kj ^ ^ ^Yli {.^kj | ^2 1 2 ^ ^ RklRj s'^il'^is)') ^ ^ Rkl^js I ^ ^ ^ 2 ( & kj I ^ 2 1 2 %il%is j 

2=1 l,S= 1 l,S = 1 \ 2=1 ) 

3 

^ ^ Rkl^j s^ls 
l,s= 1 
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Esta regia de trasformacion para el tensor de inercia es la que justifica el nombre de tensor dado a 
este conjunto de cantidades Rj. 


7.2 Aplicaciones multilineales 


Consideremos los espacios vectoriales E i, . . . , E n , F sobre un cuerpo IK, y una aplicacion p: 

tp: Ei x • • • x E n — > F 


que verifica: 

p{v i, . . . , Xvi + X'v'i, ...,v n ) = \<p(vi, ...,Vi,...,v n ) + .,v n ) 


para cualquier indice i = 1, . . . , n, A, A' £ IK. 

Se dice que <p es una aplicacion multilineal. 

Supongamos que los espacios Ei , F, i = 1, ... ,n son de dimension finita y que Bi = {u^ , . . . , u^} 
son bases de Ei respectivamente y B = {«i, . . . , Ud} es una base de F. Veamos como se puede escribir la 
aplicacion multilineal referida a estas bases: 


<fi{v v n ) = </?(E 
*1=1 


4 X" t 

i n = 1 


(n) (■ 

X) u) 


} ) = E-E 




(i) 






*i=i 


i_= 1 


Es decir, la aplicacion multilineal queda determinada por el valor que toma sobre las bases de los espacios 
Ei . La expresion p(u^\ . . . , u^) representa un vector de F, que se podra escribir en la base de F dada: 


1=1 

y por tanto: 

d\ d n d 

(p{v 1 ,...,v n ) = ■■■ E ...X^Ui 

i\ = 1 in = 1 i=l 

Estos valores son un conjunto de d\ . . . d n d escalares, que, obviamente, dependen de las bases 

elegidas. 

Si cambiamos las bases, la expresion de p cambiara. Sean Pi , . . . , P n las matrices de cambio de base 
en cada uno de los espacios vectoriales considerados, que pasan de B, a B[. Es decir: 


! it = E( P i EE,'’- i = 


ki = 1 


y tambien, en el espacio F, el cambio de base de B a B' es: 


d 

U i = Pji u j 

3= 1 


Sustituyendo en la expresion de tp: 






1! 

d 

•EE / '.-t 

Z n = l i=l 

. T (!) 



di 

d n d 

di 


d n 

d 


E- 

ii =1 

•EE 

i n = 1 i= 1 

t • • V ( p _1 v • 

/El •’ 

■ii =1 

■ E Et 

J n — 1 

dn) y^p.. 

j=l 

d\ 

d n d 

/ di 

d n d 


\ 


E- 

ti=i 

■•EEI 

3n = 1 3 = 1 

fe- 

\*i=i i 

EBn- 1 ).,.- 

i n = l 2=1 

• ( P n E 

P t I 

'(i) 

'(™). 
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y por lo tanto: 


d\ 


d n d 


tji-jnj — E • • • E 5>1 )*lil • • • ( P n 

ii=l in — 1 2=1 


Como se ve, la transformacion guarda un cierto parecido con la encontrada para el tensor de inercia 
de nuestro primer ejemplo. Concretamente, si tenemos dos espacios E % y el espacio F es igual al cuerpo 
IK, la transformacion es: 


d\ d2 

= E E( p i 


)hji (P 2 1 ) i 2 j 2 ti 


il= 1 22 = 1 


Las diferencias que se observan seran explicadas mas adelante. 


7.3 Coordenadas 

7.3.1 Coordenadas contravariantes y covariantes 

En muchas de las aplicaciones de la teoria de tensores se trabaja con espacios en los que hay definido 
un producto escalar. Aclemas, todos los espacios Ei son iguales a un espacio vectorial V. Supongamos 
ademas que el espacio F es el cuerpo IK. Con esto, las aplicaciones multilineales (formas multilineales) 
de las que lrablabamos en la section anterior, son alrora: 

ip: V x • • • x V ->■ IK 

y en una base de V, B = {ui, . . . «„}, se escriben como: 

d\ d n 

<p(v l,...,v n ) = E "• E tii-inrfl) 

2l = 1 in = 1 

Notese que hemos colocado en alto los indices de las coordenadas de los vectores Uj, es decir: 

di 

Vi = X?Uj = X-’Uj 

i=i 

expresion en la que hemos introducido una simplificacion (convenio de Einstein) . Suprimimos los signos 
de suma, y suponemos que cuando dos indices son iguales en una expresion y uno esta arriba y otro 
abajo, hay una suma implicita sobre el rango correspondiente: 

E(v 1 , ...,v n ) = t il ... in x^ l) . . . 

Mientras nos acostumbramos a este convenio, usaremos el signo de suma de vez en cuando. 

Como hemos dicho, suponemos que en V hay un producto escalar, de manera, que en, por ejemplo, 
la base que estamos considerando, se tiene: 

( d i , Uj ) (j ij , i. j 1 , . . . , u 

pudiendo escribir g.jj como una matriz, cuyo determinante es distinto de cero. Asociada a esta base, 
vamos a introducir otra, la base reciproca, B r = {u 1 , . . . , it™}, que verifica: 

(u\u j ) = 6 t j , i,j = l,...,n 

La base reciproca esta determinada univocamente por la base de partida. En efecto, escrita en la base 
de partida: 

n 

« < = E Afc<u * 

k = 1 
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y multiplicando por u k se tiene: 


(u\ u 3 ) = £ A ki (u k , Uj ) = Y ^9kj = 
fc= 1 k = 1 

tenemos pues un sistema en el que las incognitas son A y y la matriz de coeficientes es g t j , luego el sistema 
tiene solution unica. Desde el punto de vista de representation matricial, la matriz de los coeficientes X lJ 
es la inversa (transpuesta) de la matriz correspondiente a gij , y la llamaremos: 

\ ij = g' 1 . 


Se tiene la identidad: 

9 ki 9kj = 

Buscamos alrora la relation que existe entre las coordenadas en una base y en su reciproca. Este es 
un problema trivial de cambios de base. Sea v € V, tal que: 

n n 

V = X l Ui = Y] X i ul 
i = 1 i= 1 

Entonces, si u % = g^ l u 3 \ 

Xi — gik% 5 x 9 -Xk 

Las coordenadas en la base de partida se Hainan coordenadas contravariantes del vector. Las coorde- 
nadas en la base reciproca se llaman coordenadas covariantes. Obviamente, hay que fijar una base para 
empezar a discutir estos terminos. 

Si los vectores de la base tienen norma unidad, las coordenadas contravariantes se obtienen trazando 
las paralelas a estos vectores (en la forma usual en que se descompone un vector como suma de otros 
dos), mientras que las coordenadas covariantes se obtienen trazando las perpendiculares a los vectores 
que forman la base. 


Nota. Si la base de partida es una base ortonormal, gij = Sij , la base reciproca coincide con 
la de partida y las coordenadas contravariantes y covariantes son iguales. 


Supongamos aliora que cambiamos la base B a una base B' . La base reciproca cambia tambien, de 
B r a B' r . Sea: 

Ui = P j iU 'j 

el cambio de base. Para la base reciproca se tendra: 


- 9 ji Uj = g ji P k ju' k = g^ P k j g' mk u' rn = Q,„'n"" 


donde gX es la matriz del producto escalar en la base B'\ 

Qrn = 'A,,,, /’V' 

Pero no es dificil darse cuenta que estas dos matrices P y Q son transpuestas inversas una de la otra: 
S l m = ( u l ,u m ) = (Q!u H ,P k m <) = Q!P k m {u'\u' k ) = Q!P k m 5\ 


es decir, 


Qi l P l m = S\ 


Todo lo anterior se puede establecer en terminos de matrices. La unica justification para emplear 
indices aqui es la facilidad con que se extienden estas nociones al caso de tensores arbitrarios (con mas 
de uno o dos indices). Sean G, G -1 , G' , G ,_1 las matrices del producto escalar en las bases B,B r , B',B' r 
respectivamente. Sea P la matriz del cambio de base de B a B' (es decir, las columnas de P son las 
coordenadas de los vectores de la base B on la base B') y Q la de B r a B' r . De acuerdo con lo que hemos 
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visto, G es tambien la matriz de cambio de base de B a B r y G' la del cambio de B' a B' r . El siguiente 
diagrama puede contribuir a aclarar la situacion: 


B - P -> B' 


G 


G' 


B r » B' 

Q 


de donde se deduce que la matriz: 

G'P = QG 

es la de cambio de base de B a B' r . Por tanto, como al mismo tiempo la matriz G es la de una forma 
bilineal, su cambio es: 

G' = (P~ 1 ) t GP~ 1 

es decir: 

G'P = ( p-yG = QG 

de donde: 

Q = {p- 1 ) t 

como querfamos probar. 

Las coordenadas contravariantes y covariantes no cambian de la misma manera al cambiar la base 
(se entiende, como hemos visto, que solo hay un cambio de base, de B a B' . Los cambios en las bases 
reciprocas son consecuencia de este): 

X H = P)X J , x\ = {P 1 ) 3 iXj 

Nota. En todo lo anterior, lo fundamental ha sido el lreclro de que el producto escalar es una 
forma bilineal no degenerada. Por ejemplo, no hemos lrecho uso de la propiedad de ser defrnido 
positivo (salvo cuando hemos lrablado de bases ortonormales). Por tanto lo anterior se puede 
lracer tambien con formas bilineales no degeneradas, lo que permite usar estos conceptos 
cuando no hay un producto escalar estricto, como en relatividad especial. 

Veamos un ejemplo en IR 2 para ilustrar estas ideas. 


Ejemplo 7.3.1 Sea la base de IR 2 (con el producto escalar usual): 


B=\ Ul = 


u 2 = 


que no es ortonormal. La matriz del producto escalar (y su inversa) en esta base es: 


G = 


2 1 
1 1 


G" 1 = 


1 -1 

-1 2 


es decir: 


< 7 n — 2 , g\2 — r — R ff22 — 9 11 — R g 1 ~ — 9 21 — ~ R g 2 " — 2 


La base recfproca se obtiene imponiendo la condicion: (u l ,Uj) = S 1 ,: : 


B r = < u 1 = 


u 2 = 


1 

-1 


o, directamente: 


r 11 . 21 2 12 , 22 

u = g U!+ g U2, u =g Ui+g u 2 


La relacion entre coordenadas contravariantes y covariantes es: 


x\ — x 2 

— X\ + 2X2 



138 


TEMA 7. TENSORES 


Si ahora pasamos a una nueva base: 
B' = 


-1 

1 


! “2 


BL = 


u n = 


-2/3 

1/3 


La matriz del producto escalar en estas bases es: 


G' = 


2 1 
1 5 


, (G ") _1 = 


5/9 -1/9 
-1/9 2/9 


y la matriz de cambio de base (de B a B', y de B, a B ' r ) es: 


P = 


-1/3 -2/3 
2/3 1/3 


Q = 


1 -2 

2 -1 


siendo Q la inversa transpuesta de P. Se pueden comprobar las relaciones: 

G'P = QG, G’ = (P _1 ) t GP _1 


Como ejemplo concreto de coordenadas de un vector, sea: 



Sus coordenadas en las diferentes bases usadas, aparecen en la siguiente tabla: 



B 

B r 

B’ 

B' r 

Contravariantes 

2,1 


-4/3, 5/3 


Covariantes 


5,3 


-1,7 


1/3 

1/3 


7.3.2 Coordenadas en relatividad especial 

Segun los postulados de la relatividad especial, la velocidad de la luz es una constante en todos los 
sistemas inerciales, y el intervalo fundamental, la cantidad que se conserva al cambiar de sistema inercial, 
es: 

2 j .2 -2 

c t — r 

donde c es la velocidad de la luz, que escogeremos igual a 1. 

Supongamos un sistema unidimensional. Para describir sus coordenadas espacio-temporales, usaremos 
un vector de 1R 2 , x = (a; 0 , a: 1 ), dado por sus coordenadas en una base {eo,ei}. Las transformaciones de 
coordenadas admisibles en este espacio, desde un punto de vista de la teoria que estamos estudiando son 
las que dejan invariantes la forma bilineal simetrica no degenerada: 

<p(x,y) = x°y° - x l y 1 

que, sin embargo, no es un producto escalar, pues no es definida positiva. Esta forma bilineal tiene en la 
base que estamos considerando, la siguiente representation matricial: 

Soo = 1) 9oi = 5io = Ot .9n = — 1 


y el intervalo fundamental es: 


<p(x, y) = 9 v . v ^‘y v 


Diremos que una base es ortonormal respecto esta forma bilineal si la representation matricial es la 
dada (diagonal (1,-1)). 

Calculemos las transformaciones lineales (homogeneas) que dejan invariantes la forma bilineal (es 
decir, que cambian las bases ortonormales entre si). 

Sea: 


A = 


A ° 0 A 0 , \ 
A x 0 A\ ) 




7.3. COORDENADAS 


139 


la matriz de una transformation lineal en IR 2 en la base canonica. Si la forma bilineal anterior es invariante 
bajo esta transformation, entonces: 

donde: 


es la matriz de la forma bilineal. 

Las ecuaciones que verifica A son 

( A ° 0 ) 2 - ( A 1 0 ) 2 = 

Podemos parametrizar los coeficientes de la matriz por: 

A ° 0 = ecoslrf, A x 0 = senht, A ° 1 = r/senht, A : x = 77 c cosh t 
donde e = ± 1 , = ± 1 . 

Este conjunto de matrices forma un grupo, £, que llamaremos el grupo de Lorentz en 1 + 1 (una 
dimension temporal y otra espacial). Como se ve det A = ±1 y |A° 0 | > 1. Se divide en cuatro subconjuntos 
segun los valores del determinante y de la componente A° 0 : 

C\ = {A € £ | det A = 1, A ° 0 > 1} 

C l + = {A e £ | det A = 1, A ° 0 < 1 } 

£l = {A e £ I det A = -1, A ° 0 > 1} 

C l _ = {A e £ | det A = -1, A ° 0 < 1 } 


A* A' A = K 


K = 


1 0 
0 -1 


1, (A\) 2 -(A ° 1 ) 2 = 1, AVi-A/^O 


o \ o 


El primer subconjunto, Cf + es un subgrupo de £, el subgrupo ortocrono propio, y consiste en las 
transformaciones que dejan invariantes el sentido del tiempo y no cambian la orientation del espacio. A1 
segundo pertenece la transformacion: 


P = 


1 

0 


0 

-1 


que cambia la coordenada espacial por su negativa (paridad). A1 cuarto pertenece: 


T = 


-1 

0 


0 

1 


que cambia la coordenada temporal por su negativa (inversion temporal) . 

Este tipo de transformaciones seran los cambios de base (los cambios de sistema de referenda) admis- 
ibles. Las leyes de la fisica, de acuerdo con el principio de relatividad tendran la misma forma en todos 
los sistemas relacionados por las matrices del grupo £ (sistemas inerciales). 

Aunque no dispongamos de un producto escalar, podemos definir una base reciproca de la B = 
{uo,u i}: 

B r = {uV 1 } 

con las propiedades: 

ip(u\uj) = 8j, i,j = 0,1 

De acuerdo con lo visto en el caso del producto escalar, la relation entre las coordenadas en la base 
initial, = (a: 0 , a; 1 ) (coordenadas contravariantes) y en la base reciproca = (^oj^i) (coordenadas 
covariantes) es: 

— 9 


Xq = x°, X\ = —x 1 


es decir: 
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El vector posicion es un vector contravariante de forma natural, escrito en la base de partida. Sin 
embargo consideremos el siguiente objeto: 


du, = (d 0 , di) 

donde: 

„ _JL 

^ dx ** 

El colocar los indices como subindices viene dado por la siguiente ley de transformacion. Supongamos 
que cambiamos de sistema inercial de acuerdo con la expresion: 

x'» = A» v x v 

donde A es una de las transformaciones admisibles de las que lrablamos antes. Entonces: 

d = dx^_d_ = (A -i Y d 
dx' 11 dx dx v M dx ,v 

que es, como hemos dicho antes, la transformacion de las coordenadas covariantes. 

Esta expresion se puede escribir tambien de la siguiente forma. De acuerdo con la restriction que 
verifica A: 

A f KA = K 


de donde: 

(A -1 )* = KAR- 1 

o, en coordenadas: 

(A- 1 )^ = g^Kr = A/ 

y, por tanto, la transformacion es: 

J- = a^A- 

dx'v M Qx' v 

De esta forma, podemos decir que el vector posicion se transforma de manera contravariante, mientras el 
vector gradiente lo hace de forma covariante. 

Volveremos mas tarde a este ejemplo. 

7.4 Espacios vectoriales y sus duales 

No siempre dispondremos de un producto escalar en un espacio vectorial para poder definir coordenadas 
contravariantes y covariantes. Pero es muy frecuente en el estudio de lo que llamaremos tensores, la 
aparicion de formas liueales (es decir, de aplicaciones del espacio vectorial en el cuerpo). Supongamos 
que tenemos una aplicacion multilineal de un producto V x V x • • • x V x V* x V* x • • • x V* en el cuerpo 
IK donde esta construido V, siendo V* el espacio dual de V. 

Nota. El espacio final puede ser otro espacio vectorial y no necesariamente el cuerpo IK. Pero 
aqui nos limitaremos a este caso. 

Segun hemos visto antes, seleccionando bases en los espacios vectoriales que forman el producto 
cartesiano, es posible definir un conjunto de coordenadas asociada a la aplicacion multilineal (o forma 
multilineal, si se quiere). En este caso particular que estamos tratando, consideremos una base B = 
{«!, . . . , u n } de V y su base dual en V*: B* = {w* 1 , . . . , u* n } con la propiedad ya conocida: 

u»( Uj ) = SA 

similar a la que usamos para definir las bases recfprocas. Notese que aqui las bases B y B* lo son de 
diferentes espacios. 
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Supongamos que hacemos simultaneamente los cambios de base: 

n n 

i=i i=i 

lo que asegura que las nuevas bases tambien son duales una de la otra, como ya sabemos: 

n n n n 

«'*>') = E n«* fc (E( p_1 )» = E pi * 

fc=l Z=1 fc=l z=i 

n n n 

- E E n( p_1 M = E ^ 

/c=i ?=i /c=i 

Por tanto, las coordenadas contravariantes (asociadas a vectores del espacio inicial) se transforman con 
P mientras que las covariantes (asociadas a vectores del espacio dual) se transforman con la transpuesta 
inversa de P. 

/Como podemos relacionar esta definition con la dada anteriormente para las bases reciprocas? 
Supongamos que tenemos en V un producto escalar (necesario para poder definir la base reciproca). 
Sea B r = {it 1 , . . . ,u n } la base reciproca de B. Segun el teorema de Riesz-Frechet, si ui es una forma 
lineal, existe un unico vector x u de V tal que: 

uj{y) = (x u ,y), Vy £ V 

Dada una forma de la base dual, it**, veamos cual es su correspondiente vector en V: 

u* l (y) = Wy£V 


Usando y = Uk- 


u* l (u k ) = ( v z ,u k ) = S\ 


que es justamente la definition de la base reciproca, por lo que la correspondence (el isomorfismo entre 
el espacio dual y el espacio de partida proporcionado por el teorema de Riesz-Frechet) es: 


Es decir, las coordenadas (covariantes) de una forma en el espacio dual, son las coordenadas covariantes 
del vector correspondiente (segun Riesz-Frechet) en el espacio de partida (en la base reciproca). Si hay un 
producto escalar, ambos conceptos coinciden. En el caso de que no lo haya, se entenderan las coordenadas 
covariantes como las de las formas en la base dual. Como liemos diclio antes, este resultado se extiende 
al caso en el que tengamos una forma bilineal simetrica no degenerada (como en relatividad) . 


7.5 Producto tensorial 

Introducimos en esta section una definition formal de producto tensorial. Los conceptos que aqui aparecen 
son de dificultad superior al resto de los temas, por lo que pueden suprimirse en una primera lectura. 

7.5.1 De ^Jiicion de producto tensorial 

En esta section discutiremos la relation entre aplicaciones multilineales y tensores, basandonos en una 
definition mas rigurosa del concepto de tensor. 

Sean Vi, ... ,V n espacios vectoriales de dimension finita sobre un cuerpo IK. Se consideran las aplica- 
ciones multilineales: 

<p: Vi x • • • x V n — » W 

donde W es otro espacio vectorial sobre IK. Es decir, se tienen los pares (ip, W) formados por una 
aplicacion multilineal y el espacio de llegada. 
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Dadas dos parejas (tp, W) y (ip', W'), se puede estudiar si tiene solution el siguiente problema: encon- 
trar una aplicacion lineal / de W en W tal que: / o ip = ip': 

Vi x • • • x V n W 

\ I 

w 

La respuesta es que no siempre es asi. Sin embargo, se puede demostrar que existe una pareja (tp T), 
que verifica: dada cualquier aplicacion multilineal, p: V\ x • • • x V n — > W, existe una unica aplicacion 
lineal, ip*:T — > W, tal que: 

ip* o tp = tp 

A esta aplicacion multilineal, tp (° al espacio T) se le llama producto tensorial de los espacios 
Vi, . . . ,V n . Aunque no entraremos en detalles, el espacio tensorial es unico (salvo isomorfismo). 

La correspondencia entre las aplicaciones multilineales ip y las aplicaciones lineales ip* es unica. Por 
eso, el espacio producto tensorial sustituye en cierto sentido al espacio producto cartesiano y transforma 
las aplicaciones multilineales de Vi x • • • x V n en W en aplicaciones lineales de T en W. 


7.5.2 Construccion del producto tensorial 

En esta section construiremos explicitamente un modelo de producto tensorial. Para ello, se considera el 
espacio vectorial libre sobre el conjunto de generadores V\ x • • • x V n . Es decir, todos los elementos de este 
conjunto se consideran linealmente independientes y, usando el cuerpo IK, se construyen sus combinaciones 
lineales para dar lugar a un espacio vectorial, que llamaremos M. Para aclarar la situation, si (xj , . . . , x n ) 
e (y\, ■ ■ • , y n ) son elementos de VJ. x • • • x V n , entonces, (aq, . . . , x n ), (y u . . . , y n ) y (x^ + y lt . . . , x n + y n ) 
son elementos de M, sin que el ultimo sea la suma de los dos primeros, siendo por tanto diferente de 
(x\,...,x n ) + (yi,...,y n ). 

Dado que no utilizaremos esta notation en el futuro, no insistiremos aqui sobre ella. Baste decir 
que tendremos que indicar si trabajamos en el producto cartesiano o en M, para saber como son las 
propiedades de sus elementos, ya que los escribimos igual. 

Consideremos en M el subespacio vectorial generado por todos los elementos de M de la forma: 


(xi, . .. ,Xi + x\,. . ,,X„) - (X]_, . . . ,Xi,. . . ,X n ) - (X]_, .. . ,x\, ...,x n ) 

(xi, ... , A Xi , ... , Xji) A(xi , ... , X* , ... , Xrp) 


y el espacio vectorial cociente M/N. 

La inclusion i: V\ x • • • x V n — > M no es una aplicacion lineal, pero la composition de i con la proyeccion: 
7r: M —* M/N , tp = 7r o i es una aplicacion multilineal: 


tp(xi, . . . ,x n ) = [x\, . . . ,x n ] e M/N 


En efecto: 


tp(Xi, ...,Xi + Xi,...,X n ) = [Xi, ...,X i + X / i ,...,X n ] = [xi, ...,Xi,...,X n ] + [x\, . .. ,x'i, . . . ,x n ] 

= tp(x 1, . ..,Xi,...,X n ) + tp(xi, ...,x'i,...,x n ) 

tp(x i , . . . , A Xi , ... , X n ) [xi , . . . , A Xi , ... , X n ] A [x±, . . . , Xi, . . . , X n ] A tp(x\ , ... , Xi, . . • , X n ) 

Ya tenemos un par (tpM /N ) de los que estamos estudiando. Consideremos otro par cualquiera (ip, W) 
y busquemos una aplicacion lineal tp*: M/N — > W, que compuesta con tp de tp. La aplicacion multilineal 
tp asigna a cada elemento del espacio producto cartesiano Pi x • • • x V n un elemento del espacio W. Por 
tanto, como los elementos del producto cartesiano son un sistema de generadores del espacio M, podemos 
definir una aplicacion h de Vi x • • • x V n (como sistema de generadores de M) en W, con valores iguales 
a los dados por tp, y extenderla de forma lineal a todo M . Evidentemente: 


hoi ~ tp. 
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La aplicacion h, siendo lineal, vale cero sobre los elementos de N, y por consiguiente se puede factorizar 
a traves del espacio cociente M/N, por una aplicacion, tambien lineal, </?*: 

h = ip* o TT 

de manera unica. 

Como ip = it o i, se tiene: 

p=lioi = (< fit, o tt) o i = ip* o if> 

que es lo que queriamos probar (la unicidad de tp* proviene del hecho de que la imagen de ip genera todo 
el espacio cociente M/N). 

Se llama a M/N el espacio producto tensorial de los espacios vectoriales V n : 

Vi ® • • • < 8 > V n 

y a los elementos de este espacio se les llama tensores y se escribe: 

• • • , x n ) = X\ <E> • • • ® x n . 

Notese que no todos los elementos del espacio producto tensorial se escriben de esta forma. Lo que 
es cierto es que los tensores de este tipo generan (linealmente) todo el espacio producto tensorial, con lo 
que un tensor arbitrario es combination lineal de elementos de este tipo, por ejemplo expresiones como: 

x ® y + 2 ® v 

Las propiedades mas elementales de este smibolo (®) son: 

x ® (y + z) =x®y+x®z 

(x + y)®z = x®z + y®z 
A(x ®y) = (Ax) ®y = x® (Ay) 

7.5.3 Propiedades del producto tensorial 

Si Vi,...,V n son espacios vectoriales de dimensiones di,...,d n , entonces el producto tensorial es un 
espacio vectorial de dimension: 

di x • • • x d n 

Notese la diferencia con el producto cartesiano, donde la dimension es la suma de las dimensiones. 

La demostracion se basa en un estudio del producto tensorial con el cuerpo IK. Sea V un espacio 
vectorial sobre IK y construyamos el producto tensorial: V <g> IK. A cada elemento de V se le lrace 
corresponder un elemento de IK: 

x € V — * x ® 1 

Se trata de una aplicacion lineal que es ademas un isomorfismo. Una base de V ® IK esta formada 
por los tensores U{ ® 1 donde los vectores de V, Ui, forman una base de V . Por lo tanto la dimension de 
V 0 IK es igual a la dimension de V. 

La generalizacion de este resultado es la formula anterior para el calculo de la dimension de un 
producto tensorial. 

Si Bk = es una base de U fc , entonces: 

® ■ ■ ■ <8> z4: } } 

es una base del producto tensorial. Por tanto, cualquier tensor puede ponerse como: 

d\ ,...,dn 

*= E 

2l = l,...,Z n = l 


® ® u ^ 

*1 L n 
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Si se hace un cambio cle base en cada uno de los espacios V, dado por: 


,(fe) 


dk 

= E p j 

3 = 1 


ji a j 


el cambio en las coordenadas del tensor es: 

di,...,d n 

-f-lil-.-in _ \ ' pi 1 ) p( n ) fjl—Jn 

/ lljl Injn 

il = 1 v>in = l 

La propiedad que mas nos interesa aqui para relacionar los tensores con las aplicaciones multilineales 
es la siguiente. Sean Vi, V 2 , V 3 tres espacios vectoriales sobre un cuerpo IK. Se tiene: 

£(Vi,£(V 2,V 3 )) « C 2 (V 1 ,V 2 -, V 3 ) « C(V 1 ® V* V 3 ) 

donde £ son las aplicaciones lineales entre los dos espacios que se muestran y £ 2 son las aplicaciones 
bilineales del producto cartesiano de los dos primeros espacios en el tercero. Demostremos esta propiedad. 
La primera propiedad es muy sencilla. Sea: 


ip: V\ x V 2 — > V 3 

una aplicacion bilineal. Si fijamos x € Vi, podemos construir una aplicacion lineal: 

p: Vx ->■ C(V 2 , V 3 ), p{x) = p x 


mediante: 

Px- V 2 -»■ Vs, p x {y) = p(x,y) 

Entonces, a cada aplicacion bilineal p le hacemos corresponder la aplicacion lineal p. Y viceversa, 
consideremos una aplicacion lineal: 

4>: Vi - £(V 2 , V 3 ) 

Definimos un aplicacion bilineal de V\ x V 2 en V 3 : 

4> : Vi xV 2 —> V 3 , <p(x, y) = <j>(x)(y) 

Esta es la correspondence inversa de la anterior y por tanto, se da el isomorfismo del que se lrablaba. 
En cuanto al otro isomorfismo, el que relaciona las aplicaciones bilineales con aplicaciones lineales del 
producto tensorial en un espacio vectorial, se trata simplemente de asociar a cada aplicacion bilineal de 
V[ x V 2 en V 3 la aplicacion lineal dada por el caracter universal del producto tensorial: 


V\ x V 2 — > Vi 0 V 2 

\ I 

^3 

Evidentemente los resultados se generalizan a un niimero arbitrario de espacios y a aplicaciones 
multilineales. 


7.6 Tensores y aplicaciones multilineales 

Hemos visto en las secciones precedentes como a cada aplicacion lineal del producto tensorial en un 
espacio vectorial se le puede asignar una aplicacion multilineal del producto cartesiano en el espacio en 
cuestion. Es decir, los tensores no son aplicaciones multilineales, ni se puede establecer un isomorfismo 
entre estos dos espacios vectoriales de forma inmediata. 

Sin embargo, supongamos que el espacio de llegada de las aplicaciones multilineales en cuestion, es 
el cuerpo IK. Lo que realmente se tiene es un isomorfismo entre las formas multilineales y las formas 
lineales del espacio producto tensorial. Como los espacios vectoriales (siempre de dimension finita) y sus 
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espacios cluales son isomorfos (aunque no sea de forma canonica) se puede establecer una relacion entre 
tensores y formas multilineales. Si ademas tenemos un producto escalar, el teorema de Riesz-Frechet 
permite establecer este isomorfismo de forma canonica (lo que es tambien cierto aunque la forma bilineal 
que genera el producto escalar no sea definida positiva, aunque si no degenerada). 

Dado un tensor xi (g) • ■ ■ ® x n en el espacio producto tensorial V\ ® ® 14, y una forma bilineal 

simetrica no degenerada en cada uno de los espacios 14, Pk, con coordenadas en las bases Bk de 14 dadas 


clefinimos una forma multilineal: 


asociada a este tensor mediante: 


/ (fc) (fc), (fc) 

PfcK ,u)')= g\S 


k 14 X • • • x K 


</>(j/l, • ■ • , Vn) = Pl(xi,yi) ■ ■ ■ <p{x n , Vn ) 

y podemos trabajar indistintamente con tensores o formas multilineales. Veamos la relacion entre las 
coordenadas de <j> y el tensor t = xi 0 • • • 0 x n en unas bases dadas de Vi,. ..,V n . 

Supongamos que elegimos como tensores t los de una base del espacio tensorial: 

t(h...i n ) = ® • • • 0 u 

La forma bilineal correspondiente aplicada a n vectores de las bases anteriores es: 


’ ■ ■ ■ - «$?) = ■ ■ ■ <p(u ^ } , ufj) = g^ ...g\ 


) „,( n )\ _ „(1) An) 


tljl 'i'njrt 


7.7 Cambios de base 

Supongamos que en cada uno de los espacios V t lracemos un cambio de base como dijimos antes: 


,(fc) _ Y" P (* 

3 = 1 


4) '4) 
a a j 


Veamos como cambian las formas multilineales y como cambian los tensores. Sea: 

ip: 14 x • • • x V n \ — » IK 
una forma multilineal, y sea su expresion en la base de partida: 


di,...,d n 

<p( Xi,...,x n )= ^2 

^1 i^n — 1 


T (D . . . -(") 

J 'il 


clonde: 


E (fc) (fc) ( (1) (n)\ 

X i k U i k ’ ’■■■’ U i n ) = fii-.-i 


Bajo el cambio de base, 


< P { Xl ,- ■ -, X n ) = ^ ‘Pii-ir, 


,(!) . . . Jn) - 




= 22 Vii...i„ E( p(1) ). : 

3 1=1 


-1 '( 1 ) 
iiji 3i 


£( p(n) )* : 


— 1 '(«) 

injn jn 




ii ,---,z n =l 


y, por lo tanto: 
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Si recorclamos como cambian las coordenadas de un tensor t € V) ® • • ■ (g> V n : 

d\i • • • jdn 

f" --= E 

vemos como unas lo hacen con la matriz de cambio de base y otras con la inversa traspuesta, como era de 
esperar dada la dualidad entre estos dos objetos. Si las matrices son ortogonales, el cambio es el mismo 
(pues (P -1 )* = P). En este sentido, las aplicaciones multilineales (con valores en el cuerpo) son una de 
las formas posibles de representar los tensores. 

7.8 De ^licion de tensores bajo transformaciones 

Definition 7.8.1 (Tensores en un espacio vectorial V) Un tensor de rango p = r + s, r veces con- 
travariante y s veces covariante, definido sobre un IK -espacio vectorial V de dimension n, es un objeto 
con n r+s componentes referidas a una base de V , B y a la base dual en V* , que se escribira como: 

y que estan relacionadas con las componentes en otra base mediante la expresion: 

= p £--- p£( p ~% ■ ■ ■ (p^tt 

donde se emplea el convenio de Einstein de la suma. 

La matriz P es la matriz de cambio de base, de B a una nueva base B' (y las duales en las coordenadas 
covariantes) . 

El orden de los indices es fundamental (salvo en casos de simetria como veremos mas tarde) . Supone- 
mos que los indices contravariantes van antes que los covariantes, cuando los escribimos como lremos 
lrecho arriba. Sin embargo, cuando lrablemos de subir y bajar indices, hay que prestar atencion a la 
position relativa de unos y otros. 

Ejemplo 7.8.1 Los tensores de rango 1 y de tipo (1,0) (es decir, una vez contravariante) son simplemente 
los vectores del espacio V . La ley de transformation es la que conocemos al cambiar de base: 

t n = p ^k 

Los tensores de rango 1 y tipo (0, 1) (es decir 1 vez covariante) son los elementos del dual: 

< = {P~ l )% 

Los tensores de tipo (0,2) son formas cuadraticas (del tipo del tensor de inertia) y su regia de 
transformation es: 

= (■ P -VAiP- 1 )^ 

Si representamos el tensor tj 1 j 2 por una matriz T, la ley de transformation es simplemente: 

t’ = (p-^yTip- 1 ) 

o, llamando Q = P . 

T' = Q l TQ 

una expresion bien conocida. 

Los tensores de tipo (1, 1) son, en un sentido que se puede precisar complet ament e, isomorfos a 
endomorfismos. Aqui nos limitaremos a mostrar la ley de transformation: 

tj = pUp- 1 ) 1 ^ 

que, escrita como antes en terminos de matrices, se lee: 

T' = FTP _1 


p(”) t h-3n 
^nj n 


tambien conocida. 
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Ejemplo 7.8.2 En todo espacio de tensores de tipo (1, 1) existe un tensor definido en cualquier base 
por: 

/ = 1 *i = *2 

l = 0 ± *2 

Veamos que es un tensor: 

X'h _ ph ( p—l\32 s:ji _ pii(p-l\ji _ Hi 
*2 jl V u 2 32 jl v b 2 u i 2 

Se llama el tensor de Kronecker (delta de Kroneckcr) y aparece constantemente en las operaciones con 
tensores. 

Sea T[ el conjunto de tensores de rango p = r + s, r veces contravariante y s veces covariantes. Se 
suele escribir tambien: 

77 = v ® • • • ® e ® y* ® ® e* 

y se llama a este conjunto el producto tensorial de r veces el espacio V y s veces el espacio V*. El simbolo 
® se llama producto tensorial, como ya hemos visto. 

Pues bien, TJ" es un espacio vectorial sobre IK de dimension n r+s . Las combinaciones lineales de 
tensores de tipo (r, s) (donde la suma se entiende componente a componente y el producto por escalares 
multiplicando cada componente por el escalar) son tambien tensores de este tipo (como es facil de de- 
mostrar). En cuanto a la dimension, basta considerar tensores que tienen en una base dada todas sus 
componentes igual a cero salvo una igual a 1. Hay evidentemente n r+s tensores de este tipo, son lineal- 
mente independientes y generan todo el espacio TJ. 

Sea B = {ui, . . . ,u n } una base de b y B* = {u* 1 , . . . , u* n } su base dual. Obviamente, el escalar 
1 € IK es una base de Tg ss IK. La base B lo es de Tq « V y B* de 7j° « V* . 

En un espacio TJ la base, que contiene n r+s vectores (tensores de rango p = r + s), se designa por: 

Ui x ® • • • u ir ® u * J1 ® ® u* Js 

y por tanto, un tensor se escribira como: 

t = u* jl <8>---<8> u* ja 

De esta forma, la ley de transformation se explica como un cambio de base simultaneo en cada una 
de las copias de los espacios V y V*. 

7.9 Propiedades de los tensores 

Estudiaremos en esta section tres propiedades de los tensores de rango arbitrario en un espacio vectorial 

V. 

7.9.1 Tensores simetricos y antisimetricos 

Sea un tensor de tipo (r, s), y consideremos el objeto que se define a partir de el mediante una 

permutation de los indices contravariantes entre si (o de los covariantes entre si): 

li 1 ...i r _ ,cr(ii...i r ) 

L jl..ja l -ls 

donde a es un elemento del grupo de permutaciones S r . : 

a(ii ...ir)= {l c r(l) . ..ia(r)) 

Este objeto t es tambien un tensor del mismo tipo que t, y en general distinto de t. La demostracion 
consiste simplemente en comprobar sus propiedades de transformation, aunque es bastante laboriosa de 
escribir. Veamosla en un caso sencillo, para tensores de tipo (2, 0), y en el caso no trivial, cuando 


cr(l) = 2, ct(2) = 1 
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Entonces: 


£* 1*2 _ £*o-(l)*er(2) _ £*2*1 


y la regia de transformation es: 


£'*1*2 _ £**2*1 _ y>*2 £)'l jj'.ijl __ J5*l piipija 


lo que demuestra que es un tensor de tipo (2,0). 

Igual se hace para indices covariantes. Lo que no se puede hacer es permutar un fndice contravariante 
con otro covariante. Estos indices estan referidos a distintas bases (una y su dual) en diferentes espacios 
y no tiene sentido la operation, no obteniendose un tensor. 

Esta operation da lugar a las siguientes definiciones. 


Definicion 7.9.1 Se dice que el tensor de tipo ( r , 0) es un tensor simetrico, si para toda operacion 

del grupo S r sobre sus indices contravariantes, el tensor resultante es igual al original. 

Evidentemente, la misma definicion se puede establecer para un tensor de tipo (0,s), e incluso para 
tensores mixtos (tipo (r, s)), refiriendose a cada conjunto de indices contravariantes y covariantes. 

La suma de tensores simetricos de tipo (r, 0) y el producto por escalares de estos tensores lleva a 
un tensor del mismo tipo. El conjunto de tensores simetricos es un subespacio vectorial del espacio de 
tensores. Si la dimension del espacio de tensores T r era n r , no es dificil probar que la dimension del 
subespacio de tensores simetricos S r es justamente: 

CT 1 ) 

Basta simplemente contar las coordenadas independientes. 


Ejemplo 7.9.1 Consideremos los tensores simetricos de tipo (2,0). La ecuacion que verifican es: 

j-i 1*2 _ -f-i 2^1 


Si el espacio es IR 3 , la dimension de T 2 es 9, y la de estos tensores simetricos es 6. 
Los tensores simetricos de tipo (3, 0) verifican: 


— ^2*1^3 — ^3*2*1 _ fl 1^3^2 _ f-l 3*1^2 _ ^2* 


En este caso, si el espacio es IR 3 forman un subespacio de dimension 10. Y los de tipo (4, 0) tienen 
dimension 15. 

Las formas bilineales simetricas son un ejemplo de tensores de tipo (0,2) simetricos (en particular, el 
producto escalar). 

De forma similar se definen los tensores totalmente antisimetricos. 

Definicion 7.9.2 Se dice que el tensor f !l,, '* r de tipo (r, 0) es un tensor totalmente antisimetrico (o 
alternado) , si, para toda operacion del grupo S r sobre sus indices contravariantes, se tiene: 

£*<r(l )--.*(T(r) _ ^ ^^ £ C (T )^*1 ...*r 


donde e(a) es la paridad de la permutacion. 

Los tensores antisimetricos forman tambien un espacio vectorial y la dimension es: 



Veamos algunos ejemplos. 
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Ejemplo 7.9.2 El conjunto de tensores antisimetricos de tipo (2,0) verifican: 

En IR 3 tienen dimension 3. Notese que 3 + 6 = 9. De hecho se tiene en cualquier espacio V: 

T 2 =S 2 ® A 2 

La dimension de los tensores antisimetricos de tipo (3, 0) en IR 3 es 1. Es decir, salvo un factor, solo 
hay un tensor de tipo (3, 0) totalmente antisimetrico. Esto tambien es generalizable. En un espacio de 
dimension n solo existe (salvo un factor) un tensor de tipo (n, 0) totalmente antisimetrico. Y no existe 
ningun tensor de tipo (r, 0), con r > n. totalmente antisimetrico en un espacio de dimension n. 

Veamos como se transforma un tensor antisimetrico de orden n: 

fi ■- in = ae il '" in 


donde a £ IK y e n '”* n verifica: 

e 1 "” = -1 

en una base dada. Veamos como cambia este tensor e al cambiar la base. 


/*!...*„ pil , , , pin jl-.-jn 

’ j 1 jn 


y por tanto, 

£ /l...n = pi . . . />"+.-+ = _ det P 

Por lo tanto, estos tensores se transforman con el determinante. Veremos mas adelante una aplicacion 
de este resultado. 

Notese tambien que el caso de tensores de segundo orden es el linico en el que se verifica que todo 
tensor es suma de un tensor simetrico mas otro antisimetrico. En ordenes mayores esto es incorrecto. La 
razon es que existen tensores con simetrfas intermedias (por ejemplo, simetricos en dos indices, pero no en 
el resto,y verificando relaciones mas complicadas entre las coordenadas) . El espacio total se descompone 
en suma directa de estos tensores de simetrfas intermedias en los que no entraremos aquf, pero que juegan 
un papel fundamental, por ejemplo en la teorfa de representaciones de grupos. 


7.9.2 Contraccion de indices 

La segunda operacion que vamos a considerar afecta a tensores de tipo mixto, y contrariamente a la 
primera no actiia en el espacio de tensores de tipo (r, s) sino que pasa de 7J a TJZ i ■ Desde un punto de 
vista mas riguroso, lrabrfa que considerar el conjunto: 

OO 

©r; 

r,s = 0 

el algebra tensorial, pero no entraremos aquf en estos detalles. 

Sea it:X un tensor de tipo (r, s) y definamos: 

.ii ...ik — \iik...i r —i 

Se dice que el tensor t se ha obtenido por contraccion de dos de los indices del tensor t,. Obviamente 
la operacion se puede extender a mas indices y contraerlos sucesivamente. Notese que la contraccion se 
hace con indices contravariantes y covariantes. No se contraen indices del mismo tipo. Desde el punto de 
vista del espacio y su dual lo que se esta haciendo es actuar con uno de los espacios V* sobre uno de los 
V. Que el resultado de esta operacion es un tensor es tambien consecuencia de la ley de transformation. 
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Ejemplo 7.9.3 Consideremos un tensor de tipo (1, 1), f' . Contrayendo sus dos indices, obtenemos otro 
tensor, de tipo (0, 0) es decir, un escalar: 

tr t = t\ 

Se le llama la traza del tensor t. En particular, para el tensor de Kronecker, la traza es la dimension del 
espacio V. 

Se dice que un tensor de tipo (1,1) es de traza nula si tr t = 0. Todo tensor de tipo (1, 1) se puede 
escribir de la siguiente forma (de manera Ulrica): 

tfj = dj + (tr t)Sj 

donde a*. es un tensor de traza nula. 


Ejemplo 7.9.4 Sea el tensor iqj de tipo (1,3). Un tensor contrai'do a partir de el es: 


T* 


Notese que, en principio: 


Sin embargo, si el tensor R es totalmente simetrico en sus indices covariantes, se tiene: 

dA nA dA 

171 \ (iv \v lx i±v\ 


7.9.3 Producto tensorial 

La tercera operation con tensores a estudiar es el producto tensorial. Con ella, a partir de dos tensores 
de tipos (r, s) y (r 1 , s') podemos construir un tercer tensor de tipo (r + r' , s + s'). Sean: 

a e tj, ber;,' 

Entonces, el objeto definido por sus componentes en una base como: 

ii...i r i r +i...t r+r / _ i 1 ...i r ,>r+i-V+r' 

•?1 • • * Js jl---3s js-\-l 

es un tensor que se llama el producto tensorial de los tensores a y b. La demostracion es otra vez la ley 
de transformation al cambiar de base. 

Esta operation permite establecer una aplicacion entre el producto tensorial 7 ) [ (g> 7)’, y el espacio de 
tensores: 7^7 ; que esta aplicacion es lineal e inyectiva no sera desarrollado en detalle aqui. 

Ejemplo 7.9.5 Consideremos dos tensores sobre un espacio vectorial V, a 1 de tipo (1,0) y bi de tipo 
(0, 1). Construimos el producto tensorial de estos dos tensores, que es un tensor de tipo (1, 1): 

t) = n'hj 

Si aliora contraemos los dos indices del tensor t, obtenemos un escalar: 

c = a l bi 

Segun la idea de contraction que hemos introducido, no es posible contraer dos tensores de tipo (1,0). 
Sin embargo, consideremos un tensor de tipo (0,2), gij. Podemos liacer el producto tensorial de g por 
dos tensores de tipo (1,0), x l e y l , es decir por dos elementos del espacio V de partida: 

k i 

9ijX y 

Si alrora contraemos el indice i con el k y el j con el l : 

9ijX l y 3 
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obtenemos un escalar. Si g es simetrico y definido positivo (es decir, la matriz que representa a este 
tensor de segundo orden es definida positiva), tenemos un producto escalar en V. 

Dada una forma cuadratica no degenerada de determinante g , la ley de transformation para g es: 

g' = (det P) 2 g 

o sea: 

VW\ = I det P\ y/\g\ 

Por tanto, \/\g\ no es un escalar. Tampoco es un tensor alternado de orden n para transformaciones 
generates, pero si para aquellas que tienen el determinante positivo, pues entonces: 

VW\ = det P^\g\ 

En este caso, \/\g\(ei ® e 2 • • • ® e n ) a es el elemento de volumen 
subindice a significa la antisimetrizacion de este tensor. 

Finalmente consideremos el caso de un tensor de tipo (1, 1) 
tipo (1, 0): 

t)x k 

y hagamos la unica contraction posible (indices jk ): 

y l = t)x 3 

que es de nuevo un tensor de tipo (1,0). Esto sugiere la relation entre los tensores de tipo (1,1) y los 
endomorfismos de V de la que lrablabamos antes. Se tiene el isomorfismo de espacios vectoriales: 

C(V) » T t 

Notese que, usando el producto tensorial y tomando combinaciones lineales, uno puede construir 
cualquier tipo de tensor a partir de tensores de tipo (1,0) y (0, 1) y escalares. 

7.10 Tensores covariantes antisimetricos: formas 

Los tensores covariantes totalmente antisimetricos se pueden interpretar como aplicaciones lineales del 
espacio vectorial de tensores contravariantes (del mismo orden) en el cuerpo IK. Si tj 1 ,,,j s es uno de estos 
tensores, al aplicarlo a un tensor como x ll '" la , es decir, al hacer el producto tensorial y luego contraer 
todos los indices, se obtiene un escalar: 

G IK 

El conjunto de tensores covariantes de orden s totalmente antisimetricos es un subespacio vectorial 
del espacio T s y se llama A s , conjunto de formas de orden s. Un tensor de este tipo se llama una s-forma. 
La dimension de estos espacios ya la hemos calculado antes, y tambien lremos visto como no hay s-formas 
con s > n. La suma directa de espacios vectoriales: 

n 

0 A s 

5=0 

se llama algebra exterior de V. Se toma A 0 = IK. 

Cuando se trabaja con tensores alternados, se usa el simbolo A para describir el producto tensorial 
alternado. 

Dentro de las relaciones que hemos visto hay entre aplicaciones multilineales y tensores, las formas 
son aplicaciones multilineales alternadas. La unica forma de dimension n (linealmente independiente) 
que hay, se le llama elemento de volumen (el determinante de la teoria de matrices) y se escribe: 


correspondiente a la metrica g , donde el 
multiplicado tensorialmente por otro de 


ei A • • • A e n 
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En el algebra exterior es posible definir otra operation , que relaciona los tensores alternados de tipo 
(0, k) y los de tipo (0, n — k) definidos sobre un espacio con una metrica gij. Si es el unico tensor 

alternado de orden n, con valor ei2... n = — 1, se define: 

Se tiene: 

*(*t) = (-l) fe ("- fc )sgn( 5 )t 


7.11 Tensores y grupos de transformaciones 


Segiin hemos visto lrasta alrora, los elementos que necesitamos para la construction de tensores (al menos, 
de los que estamos lrablando en estas ultimas secciones), son: un espacio vectorial de dimension finita 
y los cambios de base en diclro espacio. Las transformaciones que pasan de unas bases a otras, son 
las que forman el grupo general lineal del espacio V, GL(V), es decir cualquier automorfismo de V. En 
terminos de matrices, se trata de las matrices regulares n x n, que forman el grupo general lineal GL{n 1 IK) 
(obviamente isomorfo al anterior GL(V)). Sin embargo, muchas veces, no interesa lracer cambios de base 
tan generates. Por ejemplo si tenemos un producto escalar, puede ser util lracer cambios de base que 
conserven la orientation o los angulos que forman los vectores de la base entre si. O, en relatividad 
especial, las transformaciones que resultan aceptables son aquellas que conservan el intervalo espacio- 
temporal constante, pues son las que relational! los sistemas inerciales entre si. En general, el conjunto 
de transformaciones que se usan en cada caso, forman un grupo (pues si no, no se podra hablar de 
transformaciones inversas etc.) y se dice que un tensor lo es bajo ese grupo de transformaciones. Por 
ejemplo, consideremos el espacio IR™ con su producto escalar usual y las transformaciones ortogonales 
con determinante positivo. Los tensores de este espacio (es decir los objetos que cambian adecuadamente 
al cambiar la base mediante una rotation) son los tensores cartesianos de este espacio. Es posible que si 
empleamos otra transformation que no sea una rotation, el tensor no se comporte como tal. 

Por ejemplo, pensemos en el tensor de Kronecker Sj, cuyas componentes son las mismas en cualquier 
base. Si queremos definir un tensor con esa misma propiedad, pero de tipo (0,2), es decir g ij, con 
componentes iguales a 1 si los indices son iguales y a 0 si los indices son distintos, vemos que podemos 
liacerlo para cualquier base: 

g'ij = 

o escritos como matrices (supongamos que el indice contravariante nurnera a las filas): 

G' = (P~ 1 ) t G(P~ 1 ) 

Si queremos que tanto G como G' sean la matriz identidad, las matrices que permiten pasar de unas 
bases a otras, verifican: 

P t P = pp t = I 

es decir, son las matrices ortogonales. Podemos decir que este tensor simetrico lo es bajo el grupo 
ortogonal, pero no bajo el grupo general lineal. 

Pensemos aliora en un tensor en IR 2 de tipo (0,2), antisimetrico y escojamos £12 = —1 (lo que fija 
el tensor, pues en = 622 = 0, 621 = —612). Si aliora cambiamos las base con una transformation P, 
tendremos como antes: 

e ij = (P-^iP- 1 ) 1 ^ 

para que 110 varie al cambiar de base. Por tanto: 

P l JP = J 


donde: 



Curiosamente, puede comprobarse como las transformaciones que tienen esta propiedad son las del 
grupo general lineal que tienen determinante igual a 1, es decir, el grupo especial lineal, SX(2,IR). 
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Teniendo en cuenta lo que hemos dicho sobre la interpretation de volumen de esta 2-forma, no es extraiio 
que se diga que las transformaciones del grupo SL(2,TR) conservan el volumen (en este caso un area al 
ser en dimension 2). 

7.12 Espacios con producto escalar 

Si el espacio vectorial V esta dotado de un producto escalar, esto quiere decir que existe un tensor 
de segundo orden de tipo (0,2), simetrico definido positivo, y que es invariante, teniendo las mismas 
componentes en cualquier base. Por tanto, como ya hemos dicho, las transformaciones permisibles son 
las que verifican: 

p t GP = G 

El producto escalar nos permite hacer uso del teorema de Riesz-Frecliet, identificando de forma 
canonica el espacio dual con el espacio V, a traves del tensor metrico (jij . En efecto: 

w G V — > v £ V 


tal que: 


w(x) = (v, x ) 


o, en terminos de tensores: 


UiX 1 = gijV l x J 


es decir: 


u>i = gijv 3 


Podemos interpretar esto de dos formas. O bien, como el isomorfismo entre el espacio V y su dual, o 
como la expresion de un mismo vector de V en bases distintas, en realidad las bases reciprocas de las que 
ya habfamos hablado al introducir las coordenadas covariantes y contravariantes. Haciendolo asf, oj es lo 
mismo que v pero escrito en otra base y escribiremos: 


Vi = gijv 3 


Esta operation se denomina bajar indices y se hace a traves del tensor metrico. Como tambien hemos 
dicho, no es necesario tener una forma bilineal definida positiva para hacer esto. Basta con que sea no 
degenerada. 

La operacion inversa, subir indices, se realiza con el inverso del tensor metrico: 

ik ~ & 

g gkj — o j 


y es: 

v l = g l3 Vj 

Esta operacion se puede hacer todas las veces que se quiera en tensores de tipo arbitrario. Cada vez 
que se baje o suba algiin indice aparece un tensor metrico g (o su inverso). 

Notese que el producto escalar de dos vectores de V se escribe simplemente como: 

gijX l y 3 = xm 1 = x l yi 


7.13 Aplicaciones entre espacios producto tensorial 

Sean V, W, V', W’ espacios vectoriales sobre un cuerpo IK. Sean / y g aplicaciones lineales: 

/: V ->■ V\ g:W^W 

Si construimos los productos tensoriales V ® W yP® W' , es posible clefmir una aplicacion lineal 
entre estos dos espacios, que se llamara producto tensorial de las aplicaciones / y g: 


f <g> g:V ® VP ->V' ®W' 
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de la siguiente forma: 

(/ ® 9 )(v g w) = f(v) g g(w) 

para cualquier par de vectores v £ V, w € W . La aplicacion se extiende linealmente a todos los elementos 
de V g W. Tambien se puede definir para productos tensoriales de mas de dos espacios. 

Veamos como se relaciona la represent acion matricial de las aplicaciones producto tensorial con las 
matrices de las aplicaciones que forman el producto. Lo haremos en el caso sencillo del producto de dos 
aplicaciones. 

Sean B v = {vi, . . .,v n }, B w = {wi,.. By = {«i, B w > = {w[, . . . bases de V, 

W, V', W' respectivamente. Sea A = (d'j) la matriz que representa a la aplicacion lineal / en las bases 
By y By y B = (b Z j) la que representa a g en las bases By y Bw'- Es decir: 

n m 

f ( v i) = E a °i v 'v g{wi) = X] ^ i w 'v * = 1 

3 = 1 J= 1 

De acuerdo con la definicion de producto tensorial, una base de V (g W es: 

w = {vi®Wj, i = 1, . . . , n, j = l,...,m} 

y una base de V' <g W' es: 

By®w = Wi i = l,...,n', j = 1, . . . , m'} 

Lo unico que tenemos que decidir es como ordenar esta base. Hay dos formas naturales de hacerlo, 
bien fijando el mdice del vector y dejando variar el de Wj o viceversa. Supongamos que el orden es: 

{wi <g U>1, V\ ® W 2 , W m , w m , . . . , V n ® W U ...,V n ® W m } 

Segun la definicion de la aplicacion / (g g: 

(/ ® g)W (g Wj) = f(vi) g g(wj) 

y sustituyendo las expresiones de estos vectores, se tiene: 

Aplicando las propiedades del producto tensorial 


{f®g)(vi®wj)= J2 ak i v ' k ® h 1 .. 


w, 


,k=l 


, 1 = 1 


n' m' 

(f®g){vi ® wj) = EE a k ib l jv’ k <g w\ 

k = 1 1=1 


La aplicacion lineal / g g viene dada en las bases By®w y Bv'®w’ P or “matriz” cuyas 

propiedades tensoriales estudiaremos mas adelante, pero que, en cualquier caso, puede escribirse como una 
verdadera matriz, adoptando el orden anteriormente elegido para las bases de estos espacios tensoriales. 
Se tiene que la matriz de / g g, la cual llamaremos producto tensorial de las matrices A y B es: 


( a \ B 

a l 2 B ■ ■ 

• a \ B \ 

a 2 A B 

a 2 2 B ■ ■ 

■ a\B 

V a n \B 

a n \B ■■ 

■ a n ' n B ) 


que tiene las dimensiones y propiedades correctas como se puede comprobar facilmente. El objeto a l jb k i 
es obviamente un tensor de cuarto orden, dos veces contravariante y dos veces covariante, pues es el 
producto tensorial de dos tensores de segundo orden. Por tanto sus propiedades de transformacion son 
las adecuadas a estos tensores. Restringiendonos al caso V’ = V, W' = W, estas son: 


n 7 - 

a A>b 


% = p i ' i (p- 1 y j ,Q k, k (Q- 1 ) l iWjb k l 


siendo P la matriz de cambio de base en V y Q la matriz de cambio de base en W. 
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Ejemplo 7.13.1 El siguiente ejemplo proporciona una interesante aplicacion en el estudio de las parti'cu- 
las elementales. Cuando se tiene un sistema compuesto de dos particulas de spin s y s' el sistema presenta 
un spin que depende de los de las particulas que lo forman. De acuerdo con la teoria cuantica, los valores 
que pueden tomar s y s' son numeros enteros o semienteros, positivos (0, 1/2, 1,3/2, . . .). Sea V el espacio 
de los estados de spin de la particula 1 y W el de los estados de la particula 2. El espacio de estados del 
sistema 1 + 2 es justamente el producto tensorial de los espacios V y W y los operadores de spin en este 
espacio se obtienen de la forma siguiente: 

S^® W = S% ®I W + I V ®S^ 

donde S 3 , S ^ son los operadores (tercera componente) de spin en cada uno de los espacios V y W. 


Consideremos bases en las que estos operadores son diagonales (es decir, bases de autovectores) : 

I V V\ | w W\ 

U s v = |s ,S 3 ), u s w = |S ,s 3 ) 

donde los indices s^,S 3 ^ varian en los conjuntos: 


{ S y , a v -l,...-a v + l, - s v }, {^, a w -l,...-a w + l, ~s w } 


respectivamente. Estos indices son, ademas, los autovalores de los operadores S 3 , S^' que por tanto se 
escriben como: 



El producto tensorial es alrora muy sencillo, puesto que los operadores son diagonales (identificamos 
operadores con matrices para mayor sencillez de notacion): 
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( *Y 


\ 


Iy ® S f = 


\ 


q w 

s 3 


S 


W 

3 


— S 


W 

3 


q W 

s 3 


„W 


) 


y por tanto: 


s v® w =s v ®i w + i v , 


<S? = 


cW 


— So — s 


w 


y los numeros intermedios dependen de las dimensiones de los espacios V y W. Hay que tener en cuenta 
que la dimension de V es 2 s v + 1 y la de W es 2s w + 1, con lo que la dimension de V ® W es el producto 
(2 s v + 1) x (2 s n + 1). No es dificil demostrar que: 


S +S 

(2s v + 1) x (2s w + 1) = 2s + 1 

— s w I 

Mediante un cambio de base es posible reordenar los valores de S3 que corresponden a un mismo spin. 
Los elementos de la matriz de cambio de base se conocen como coeficientes de Clebsch-Gordan. 

Ejemplo 7.13.2 Veamos un ejemplo sencillo. Supongamos que tenemos V = W = C 2 y por tanto 
s v = s w = 1/2. En este caso, el producto tensorial tiene dimension 4. El operador de la tercera 
componente de spin es: 

y el correspondiente al producto tensorial es: 


s { 3 1/2) 


1/2 0 
0 - 1/2 


,(l/2)®(l/2) 


1/2 0 

0 - 1/2 

/ 1/2 

V 


1/2 


Z 1 


V 


- 1/2 


-1 ) 


1 0 
0 1 


- 1/2 ) 


1 0 
0 1 

( 1/2 


1/2 0 
0 — 1/2 


- 1/2 


1/2 


\ 

- 1/2 


La, matriz de coeficientes de Clebsch-Gordan, que no describiremos aquf, pasa de esta matriz a la 
forma: 

/0 , 1 
0 

V -1/ 

que tiene dos cajas una correspondiente a spin 0 y otra a spin 1. 
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Ejemplo 7.13.3 Otro ejemplo, en el que aparece un producto de spins distintos, es el caso 1/2 por 1. 
Ahora tenemos V = C 2 , W = C 3 . El producto tensorial tiene dimension 6. Los operadores de la tercera 
componente de spin son: 


Sk 


(i/2) _ ( 1/2 0 

0 -1/2 


El producto tensorial es: 


c(l) _ 
) *- , 3 — 


10 0 
0 0 0 
0 0-1 


s . 


(l/2)x(l) 


1/2 0 
0 - 1/2 


/ 1/2 


1/2 


1/2 


- 1/2 


/ 3/2 


V 


1/2 


- 1/2 


- 1/2 


1 0 
0 1 


1/2 


- 1/2 


- 1/2 ) 


( 1 


-1 


-1 


-1 J 


-3/2 ) 

De nuevo, la matriz de coeficientes de Clebsch-Gordan pasa a la forma: 


( 1/2 \ 

- 1/2 

3/2 

1/2 

- 1/2 

V -3/2 


que tiene dos cajas, una correspondiente a spin 1/2 y otra a spin 3/2. 



TEMA 7. TENSORES 



Tema 8 


El espacio affn 


El espacio affn. Sistemas de referencia. Transformaciones afines. Espacios euclidianos. 
Isometrias. Conicas. 


8.1 Introduccion 

En este breve capi'tulo introduciremos algunas nociones elementales del espacio affn, junto con la clasi- 
ficacion de conicas. Usaremos en este tema flechas para designar a los elementos del espacio vectorial y 
distinguirlos de los puntos (aunque tambien trataremos de usar minusculas y mayusculas con este fin). 
Ademas, el producto escalar de dos vectores u y v se notara por u ■ v y su producto vectorial, en IR 3 , sera 
el usual, denotado por u x v. 

Definicion 8.1.1 Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo IK. Un par ( X , ip) formado por un conjunto 
X y una aplicacion <p: 

ip: X x X — >V 

es un espacio afin sobre V si se verifican las siguientes propiedades: 

1 ) p(P, R) + p(Q, P) + tp(R, Q) = 0, P,Q,R&X 

2) VP € X, Vu € V, 3 Q e X tal que p(P, Q) = v 

Ejemplo 8.1.1 El ejemplo mas inmediato de espacio affn es el que se obtiene tomando X = V y 
definiendo <p como: 

v{x,y) = y-x 

El espacio afin puede considerarse en este caso como un espacio vectorial sin un origen preferido. 

A los elementos de X se les llama puntos y a los de V vectores. Denotaremos en general: 

P$ = p(P,Q) 


8.2 Sistemas de referencia 

Supongamos que V es un espacio vectorial de dimension finita. Un sistema de referencia en un espacio 
afin ( X , p) con espacio vectorial base V de dimension finita n, es un conjunto de puntos (elementos de 
X) {Po, Pi, . . . , P n } tal que los vectores PoPi son una base de V. Se dice que P 0 es el origen del sistema 
de referencia. 

De esta forma, cualquier punto P del espacio X se puede escribir referido al origen Po como: 

n 

p^p = J2 

i= 1 
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Dos sistemas de referenda estan relacionados por una traslacion (que pasa de un origen a otro) y por 
un cambio de base en V. Sean: 


{-Pen Pi, ■ ■ ■ , Pn}, {Qo, Q 1, ■ ■ • , Qn} 

dos sistemas de referenda en el espacio affn X. El vector QqPo se puede escribir en la base: 

{QoQi, • • • QoQn } 


como: 

n 

Q 0 P0 — ^ ' CtiQoQi 

i= 1 

mientras que los vectores de la primera base se escriben en funcion de los de la segunda: 

n 

P®Pi — ^ ' djiQoQj 
j = 1 


El cambio de base viene especificado por una matriz en _M n (IK), ( aij ), la matriz de cambio de base 
en by un vector en IK", (a*) que da la relation entre los origenes. 

Dado un punto P referido al sistema con origen en Pq: 


n n n n / n \ n 

^ AiPo-Pi = X! X] a JiQoQj = ^ ) QoQj = ^2 ^jQoQj 

i— 1 2=1 j= 1 j= 1 \ i— 1 / j— 1 

Entonces, 

Q^? = QJ? 0 + P^P 

con lo que nos queda la expresion: 


QoP — ^ 2 a jQoQj + "^2 KQoQi — 

j — 1 2 = 1 2=1 



QoQi 


8.3 Transfer maciones a Ties 

Dados dos espacios afines, (Xi,ipi) y (X 2 ,y> 2 ) sobre los espacios vectoriales V\ y V 2 respectivamente, 
consideremos una aplicacion entre X\ y X 2 : 


/: X! — > X 2 

Esta aplicacion induce otra entre V-[ y E 2 definida de la forma siguiente. Fijado P en Xi, consideremos 
su imagen f(P) G X 2 . Para todo Q £ X 1 , al vector PQ G Ei se le lrace corresponder el vector f(P)f(Q) G 
V 2 . Por la segunda propiedad de los espacios afines, esta aplicacion esta bien definida para todo vector 
de V\: 

/: Pi — ■» E 2 

Si x G El, existe un unico Q G X± tal que: 

x = PQ 

Entonces: 

m = f(p)m) 

Teorema 8.3.1 Si f es lineal, no depende del punto P elegido para definirla. 

Se dice en este caso que / es una aplicacion afin. Si el espacio afin inicial y final coinciden y la aplicacion 
affn ip es biyectiva se llama transformation affn. 
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Definicion 8.3.1 Una traslacion de vector x G V transforma un punto P £ X en otro Q £ X tal que: 

x = P$ 


Se tiene el siguiente teorema de estructura de las transformaciones afines 


Teorema 8.3.2 Cualquier transformacion afin se puede escribir como un producto de una transfor- 
macion afin que deja invariante un punto dado (que se puede elegir arbitrariamente) y una traslacion. 

Las transformaciones afines tienen en sistemas de referenda afines una expresion matricial dada por: 


f A a \ _ f I n a 

V o 1 V 0 1 

cuando las coordenadas del punto P se escriben como: 

( Xl \ 


V 1 J 


A 0 
0 1 


La matriz A es una matriz n x n de determinante distinto de cero. El vector a £ V representa una 
traslacion y A la transformacion affn: 

A 0 

0 1 


que deja una punto fijo. 


8.4 Espacios euclidianos 

Definicion 8.4.1 Un espacio euclidiano es un espacio afin con un espacio vectorial real dotado de un 
producto escalar. 

El producto escalar en V permite definir una distancia entre los puntos de X: 

P,Q£X, d(P,Q) = \\P$\\ 

Las bases ortonormales de V llevan a sistemas de referenda ortonormales en X. Las transformaciones 
que pasan de unos a otros estan formadas por traslaciones y transformaciones ortogonales. 


8.4.1 Isometrias en espacios euclidianos 

Definicion 8.4.2 Una aplicacion afin es una isometria si la aplicacion lineal asociada conserva el pro- 
ducto escalar (es decir, es ortogonal). 


No es diffcil probar que las isometrias conservan la distancia, son biyectivas y en sistemas de referenda 
ortonormales vienen representadas por traslaciones y matrices ortogonales. 

Se dice que una isometria es un movimiento del espacio euclidiano si la parte ortogonal de la trans- 
formacion tiene determinante igual a 1, es decir es una rotacion. La isometria es el producto de una 
traslacion por una transformacion ortogonal. En un sistema de referenda ortonormal, la isometria viene 
determinada por una matriz: 


' A 

a 

0 

i 


donde: 


AA* = In, a £ V 
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Si {xi) son las coordenadas del punto en este sistema de referenda, las del punto transformado son: 


( x'l N 


( 

A 

ai \ 


( £1 \ 

x' 




Un 


x n 

\ 1 ) 


\ 

0 

1 ) 


\ 1 / 


Una vez elegido el punto fijo, la descomposicion en rotation y traslacion es unica. 


8.5 El piano euclidiano 

Sea IR 2 dotado del producto escalar usual (es decir, la base canonica es ortonormal) y el espacio afm 
X = IR 2 . 


8.5.1 Rectas en IR 2 

Supongamos fijado un origen, P 0 , en el espacio afm X = IR 2 . Una recta es el conjunto de puntos de IR 2 , 
P , que verifican la ecuacion: 

1] 1 1’ = P 0 P 1 + Au, A G IR 

El vector v da la direction de la recta mientras que Pi es un punto dado de la recta. Supongamos 
que tenemos un sistema de referenda afm: {P 0 ,u,w} (con u = PoPi y w = PqPi)- Si (x,y) son las 
coordenadas de un punto Q (es decir, I] A) = xu + yw ), las ecuaciones parametricas de la recta se pueden 
escribir como: 


x = Xo + Xi’i 
2/ = 2/0 H- 

El parametro A se puede eliminar de las ecuaciones y obtener la forma implicita: 

x - x 0 _ y-y 0 
V! v 2 

Dados dos puntos del piano, existe una unica recta que pasa por ellos. Sean Q\ y Q 2 los puntos de 
coordenadas (aq, 2/1) y (£2,2/2)- La recta que pasa por esos dos puntos es: 


x — x\ _ 2/ — 2 /i 

xi -x 2 y 1- 2/2 


Por un punto pasa un haz de rectas, de ecuacion: 


ademas de la recta y = yo- 


x — £0 
2 / 2/0 


k G IR 


8.5.2 Distancia de un punto a una recta 

Sea la recta 

r = v = vo + At 

y el punto P, en un sistema de referenda afm ortonormal, con origen en Pq. Queremos calcular la 
distancia del punto a la recta, entendida como la minima distancia del punto P a los puntos de la recta. 
La distancia se define a partir de la norma derivada del producto escalar. La distancia entre dos puntos 
P, Q, de coordenadas en el sistema de referenda afin ortonormal dadas por: (£1,2/1), (£2,2/2) es: 


d(P, Q ) = V( x i ~ x 2) 2 + (2/1 ^ 2/2 ) 2 
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En lenguaje vectorial, sea w = PqP y v = PoQ los vectores del punto P y un punto cualquiera Q de la 
recta r respectivamente. La distancia es entonces: 


\w 


- #11 = \\w - v 0 - At] | 


Sea n un vector unitario perpendicular al vector que define la recta (solo hay dos, elijamos cualquiera). 
Los vectores f/||t|| y n forman una base ortonormal en el piano. Por tanto, el vector w — vq se puede 
escribir en esta base como: 

w — Vo = t ■ (w — v 0 ) ^ t + n ■ (w — vo)lt = at + bn 

11*11 

Por tanto la distancia (al cuadrado) es: 

d(P,Q) 2 = || (a — X)t + 6n|| 2 = \a - X\ 2 + \b\ 2 

y sera minima cuando: 


A = a = 


1 




t- (w-v 0 ) 


Para este valor de A la distancia es simplemente: 

d(P,Q ) = \b\ = || n- (w- vo) || 

es decir, como ya sabiamos, la proyeccion sobre el vector normal de un vector que une el punto P con un 
punto cualquiera de la recta. Si las coordenadas de t en la base en la que estamos trabajando son (ti, ^ 2 ), 
el vector n se puede tomar como: 

1 

n = P -t 2 ,ti) 


\Jt\ + 1 


y por tanto, la distancia es: 


d(P;Q) = 


y/ti + ^2 


■ (w-no)|| 


Si la recta se expresa como: 

ax + by + c~ 0 

el vector direction es: (6, —a) y un punto sobre ella tiene como coordenadas (0, —c/b) (si b ^ 0). Por 
tanto, la distancia es: 

V a 2 + b 2 

Notese que el vector normal (unitario) a una recta escrita en la forma anterior es n — (a, b)/^/a 2 + b 2 , 
con lo que la ecuacion de la recta se puede escribir como: 

n • v = k 

y el valor absolute de k resulta ser la distancia al origen. 

Una recta es un subespacio afin de dimension 1. El equivalente en espacios vectoriales es el nucleo de 
una forma lineal no nula. 

8.5.3 Isometrias en el piano 

De acuerdo con lo visto anteriormente, las isometrias en IR 2 se descomponen en el producto de una 
rotation (propia si det = 1 o impropia si det = —1) y una traslacion. Por lo tanto la clasificacion de las 
isometrias es la siguiente. 

Teorema 8.5.1 Las isometrias en IR 2 se clasiftcan en los siguientes tipos: 
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1. Traslaciones. Eligiendo adecuadamente el sistema de referenda (ortonormal), todas las trasla- 
ciones son del tipo: 

( x' = x + a 

\ y' = y 

donde a £ IR, correspondiendo a = 0 a la identidad. 

2. Rotaciones propias. 

( x' — x cos 8 — y sen 0 

\ y' — x sen 6 + y cos 8 

con 0 < 8 < 2n, que dejan invariants el origen de coordenadas. Tambien 8 = 0 corresponde a la 
identidad. 


3. Reflexiones respecto una recta. Como hemos visto, toda rotacion impropia podia ser llevada a 
la forma: ^ ^ 1 ) ^ ° r ^ an ^ o: 

( x' — x 

1 y' = -y 

4- Reflexiones respecto una recta y traslacion en la direccion de esa recta. 

f x' = x + a 

1 y' = -y 


con a f 0. 


Los tipos 1,2, 3, 4 no son equivalentes y cualquier isometria puede ser llevada a uno de ellos definiendo 
adecuadamente el sistema de referenda. Si son distintos de la identidad, el tipo 1 no tiene puntos fijos y 
es un movimiento (conserva la orientacion) , el 2 tiene un un punto fijo (y es tambien un movimiento). 
Los tipos 3 y 4 no son movimientos. El 3 tiene una recta fija (punto a punto) y el 4 no tiene puntos fijos. 


Demostracion. La matriz asociada a una isometria es: 


m 

n 

a 

P 

q 

b 

0 

0 

i ; 


donde la matriz 



n 

q 


es ortogonal. Por tanto podemos elegir una base ortonormal en IR 2 , de forma que esta matriz se pueda 
poner como una de las dos formas siguientes: 


( cos 6 — sen 8 \ ( \ 0 \ 

sen# cos# J ’ 0 — 1 J 


dependiendo de su determinante (±1)- En el primer caso (rotacion propia) se tiene: 


cos# 

— sen # 

a 

sen # 

cos# 

b 

0 

0 

i ; 


Si # = 0: 


x' — x + a, y' = y + b 


y pasando a otro sistema de referenda con: 


u = x cos a — y sen a, v = x sen a + y cos a 
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con c = \J a 1 + b 2 , tana = —b/a se obtiene el tipo 1: 

v! — u + c, v' = v 

La matriz de la isometrfa es: 


' 1 

0 

C 

0 

1 

0 

S 0 

0 

1 ; 


y no hay puntos fijos (c/ 0). 

Si a = b = 0, no hay traslacion y se tiene una rotacion propia con punto fijo en el origen: 


fijos: 


El determinante de la matriz de coeficientes de este sistema lineal es: 


/ COS0 

— sen 0 

° \ 

1 sen 0 

COS0 


V o 

0 

— 

1/ 

(a,6)y^(0,0). 

En este caso podemos < 

x cos 0 — y 

sen 0 + a 

= X 

x sen 0 + y 

cos 0 + b 

= y 


det 


cos 0 — 1 — sen 0 

sen 9 cos 0 — 1 


= 2(1 — cos 0) 


es decir, si 0 y^ 0 existe un unico punto fijo, de coordenadas: 


b sen 0 


2 2(1- cos 0) 


i sen 0 


2 2(1- cos 0) 


que se puede tomar como centro de la rotacion, trasladando el origen de coordenadas. De esta forma la 
traslacion desaparece y tenemos nuevamente una isometrfa de tipo 2. Si 0 = 0 se obtiene nuevamente 
una traslacion. No hay puntos fijos. 

Cuando la rotacion es impropia, existe un sistema de referenda en el que la matriz es: 


■ i 

0 

a 

0 

-1 

b 

_ 0 

0 

i ; 


Si a = b = 0 no hay traslacion y obtenemos una reflexion respecto a una recta que es invariante (tipo 3) . 
Si (a, b) y^ (0, 0), podemos eliminar b mediante una traslacion: 


u = x, v = y 


y obtenemos una transformacion de tipo 4: 


u = u + a, v — —v 


si a yf 0 (si a = 0 es de tipo 3). QED 

8.5.4 Transformaciones de puntos y rectas bajo isometrias 

Las rotaciones propias giran los puntos del piano un angulo 0. Si P = (x,y) es uno de esos puntos, su 
punto transformado P' = ( x ' , y') viene dado por: 

x' — x cos 0 — y sen 0, y' — x sen 0 + y cos 0 
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Por tanto, dado un vector v = P\P 2 , (con Pi = (*1,2/2), P2 = (*2,2/2) el vector transformado u' = 
es: 

17 = (*2 - *1 , 2/2 - t/i) = (*2 - *1) cos 8 - (y 2 - 2/1) sen 8, x 2 - *1) sen 6 > + (y 2 - 2/1) cos 0) 
es decir, el vector v se transforma con una rotacion R en el espacio vectorial: 

17 = Rv 


Como consecuencia de estas transformaciones, una recta que pase por el punto P = (xo> 2 /o) = Vo y 
que tenga como vector t, se transforma en otra recta: 

v = vo + At — > v = Rv , 0 + XRt 0 


Si la recta se representa en la forma ft ■ v = c, la ecuacion transformada es: 

( Rn ) ■ v = c 


es decir, el vector normal gira con la rotacion y la distancia al origen es la misma. 

En una reflexion respecto a una recta r, la imagen de un punto se puede calcular asi. Sea P = 
(x 0 , 2/0) = vo un punto del piano, y la recta: ft ■ v = c. El punto P' = (ccq , 2/0) simetrico de P respecto de 
la recta r, verifica que el punto A de coordenadas: 


1 

2 


(^0 + v'o) 


f Xq + *' 0 

V 2 



esta sobre la recta r, es decir: 


ft ■ (vq + v^) = 2 c 


y ademas el vector vq — v' 0 es paralelo a n: 


vq — vO 1 = /. in 


De estas dos relaciones podemos despejar las coordenadas de P': 

* 2 
v 0 = v 0 - (xn, H=jr^\nvo-c) 
ll n lr 


llegando a la expresion: 

^ - 2 

*0 = ^0 - TT^ii 2 ( n ‘ v o - c ) n 
Si la recta pasa por el origen, c = 0 y se tiene: 


v'o = *0 - 


2n • uq - 



Una traslacion consiste simplemente en la suma de un vector constante. Por tanto una recta se 
convierte en otra recta con el mismo vector de direction y sus puntos trasladados por ese vector constante. 

Las isometrias tambien se pueden interpretar como cambios en el sistema de referenda, (al igual que 
ocurre con las aplicaciones lineales y los cambios de base en los espacios vectoriales). 


8.6 El espacio euclidiano 

El espacio afin que estudiaremos en esta section es el que tiene como como conjunto de puntos y espacio 
vectorial a IR 3 y en el que esta definido el producto escalar usual. Veamos como son las variedades 
(subespacios) afines en este espacio. 
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8.6.1 Rectas en el espacio 

Una recta en IR 3 es una variedad afm de dimension 1, determinada por tanto por un vector v G IR 3 y un 
punto P: 

v = vo + At, A G IR 


es decir: 


x = x 0 + Xti, y = yo + Xt- 2 , z = z 0 + Xt 3 


Eliminando A de estas tres ecuaciones se obtiene: 


x - x 0 _ y-y o _ z- z 0 
t\ t'2 t 3 

Una recta viene determinada por dos ecuaciones. Como veremos es la intersection de dos subvariedades 
afines de dimension 2. 

A1 igual que en el piano, una recta viene fijada por dos puntos distintos. La ecuacion se escribe como: 


x- xi _ y- yi _ z- zi 
x\ -x 2 j/i - 2/2 zi - z 2 

Ademas de las dos posiciones relativas de dos rectas en el piano (que se corten o sean paralelas), en el 
espacio existe una tercera posibilidad, que las rectas se crucen. Pero antes de estudiar estas posiciones, 
veamos como son las subvariedades de dimension 2, los pianos. 


8.6.2 Pianos en el espacio 

Un piano es una subvariedad afm de dimension 2. Viene determinado por dos vectores linealmente 
independiente y un punto: 

v = vo + Xu + yv 


es decir: 


x = xq + Xu\ + yv\, y = yo + Xu 2 + yi’ 2 , z — z 0 + Xu 3 + yv 3 


Los parametros A y y pueden ser eliminados en la manera usual. El vector ( x , y, z) — ( x 3 , yo , zo) depende 
linealmente de u, v si el siguiente determinante es cero: 


det 


U 1 

Vi 

X 

- Xo 

U2 

V2 

y 

- yo 

u 3 

v 3 

z 

- z 0 


= 0 


(8.1) 


Tres puntos no alineados determinan un piano en el espacio. La ecuacion se obtiene facilmente de la 
anterior: 

' X\ — XO X2 — Xo X — XO 

det | 2/1 - 2/o 2/2 - 2/o 2/ - 2/0 1=0 

Zl~ Z 0 Z 2 ~ z 0 z- zo 


Resolviendo la ecuacion (8.1), la ecuacion del piano se escribe como: 


ax + by + cz = d 


y el vector ft = (a, b , c) es un vector normal al piano, pues es igual al producto vectorial de los vectores 
u y v como se comprueba facilmente: 


( «1 

Ml 

X ) 


( Mi 

Ml 

xo \ 

m 2 

V2 

y 

J = det | 

M2 

M2 

VO 

V m 3 

v 3 

* Z 1 


l M 3 

m 3 

zo J 


= d 


ax + by + cz = det 
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8.6.3 Posiciones relativas de rectas 

Volvemos en esta section al estudio de las posiciones de rectas en IR 3 . Dos rectas en el espacio se pueden 
cortar, ser paralelas o cruzarse (aparte de coincidir). Si se cortan o son paralelas, estan contenidas en un 
unico piano. Si se cruzan no existe ningun piano que las contenga. Sean las rectas: 

v = vo + At, if = if Q + A'i 1 

y consideremos un vector que vaya de un punto de una de ellas a un punto de la otra: 

w = v-if =v 0 -if 0 + A t — A'i* 


Veamos si este vector puede ser perpendicular a ambas rectas: 

w -t = w • F = 0 


obteniendose un sistema para A, A': 

A||tl| 2 - A 't- F = ~(v 0 — if 0 ) ■ t 
At - F — A'||t1| 2 = -(vo-ifo-)? 

El determinante de la matriz de coeficientes es 

(r-?) 2 -iitii 2 ii?n 2 <o 


debido a la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Es cero solo si t y F son linealmente dependientes. Por 
tanto las posibilidades son: 


1 . 

2 . 


t. F linealmente independientes. Existe una linica solution 

t, F linealmente dependientes. Puede haber infinitas soluciones o no haber ninguna. Sin embargo, 
el rango de la matriz ampliada es igual al de la de coeficientes, con lo que hay infinitas soluciones 
(F = at): 


det 


(v-if)-t \\t\\ 2 
a(v — if) ■ t <a||t|| 2 


= 0 


En este caso las rectas son paralelas. 


En el primer caso, solo hay un vector (l.i.) que sea perpendicular a ambas rectas, que se define por 

1 


It x t'\ 


-t x F 


escogiendolo unitario. Es por lo tanto paralelo a v — if cuando este verifica las ecuaciones anteriores. El 
coeficiente de proporcionalidad es la proyeccion de cualquier vector que una dos puntos arbitrarios de 
ambas rectas: 

w = v — if = (ft ■ wo)n 

donde wq = vq — Uq- Aqui aparecen dos casos: 


1. (it- wo) = 0. En este caso hay un piano que contiene a ambas rectas, de vector normal ft y las rectas 
se cortan. 

2. (ft ■ wo) 0. Alrora no hay ningun piano que las contenga y las rectas se cruzan. La distancia entre 

ambas rectas (la distancia minima) es la longitud del vector w calculado anteriormente: 
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8.6.4 Posiciones relativas de pianos 

Dos pianos en IR 3 se cortan segun una recta o son paralelos (o coincidentes) . Si las ecuaciones de los 
pianos son: 

Hi ■ V = Cl , U2 ■ V = C2 

los pianos son paralelos si los vectores ni , n 2 son paralelos. En caso contrario, su producto vectorial 
determina el vector direccion de la recta que forma su intersection: 

v = vq + X(Hi x H 2 ) 


8.6.5 Distancia de un punto a un piano 

El calculo se puede lracer mediante una proyeccion. Si la ecuacion del piano es: 

ax + by + cz = d 

y el punto es P(xo,yo, zo), tomando un punto cualquiera del piano: (x\,yi, z±), y el vector: (xo — x\ , yo — 
yi, zo — Zi) al proyectarlo sobre la direccion (a, 6, c) se tiene: 

7r ) = / 9 , \n , ^fl a ( a ’o - * 1 ) + Kvo ~yi) + c(z 0 - 21 ) | = 1 =\axi + byi +czi~d\ 

V a z + b z + c z v a z + b z + c l 

La distancia de un piano al origen es: 


d(0, 7 r) 


\d\ 

\Za 2 + b 2 + c 2 


8.6.6 Isometrias 

Se tiene el siguiente resultado sobre la clasificacion de las isometrias en IR 3 que no demostraremos: 

Teorema 8.6.1 las isometrias en IR 3 se pueden clasificar en los siguientes tipos: 

1. Traslaciones. 

x = x + a 

y = y 
/ 

Z = Z 

con a G IR. 

2. Rotaciones propias alrededor de una recta y una traslacion en la direccion de la recta (que puede 
ser trivial). 

x' = x + a 

y! = y cos 9 — z sen 9 

z' — y sen 9 + z cos 9 

3. Rotacion mas una reflexion relativa a un piano que la rotacion deja fijo. 

x' = x cos 9 — y sen 9 

y' = x sen 9 + y cos 9 
/ 

z = — z 

4- Reflexion respecto a un piano seguido de una traslacion no trivial. 

x' = x + a 

y' = y 


Z 


— Z 



170 


TEMA 8. EL ESPACIO AFIN 


8.7 Clasi ^fcacion de conicas 


Aunque no es un tema propio del algebra lineal, la clasificacion de conicas (y cuadricas) tiene un gran 
interes en su aplicacion a numerosos problemas (como el estudio de formas cuadraticas) asi y como un 
ejemplo de la aplicacion de transformaciones afines a objetos geometricos. 

Una conica es el conjunto de puntos del piano afm que verifican la ecuacion: 

anx 2 + a, 22 y 2 + 2a\2xy + 2a 0 ix + 2ao 2 y + aoo = 0, x, y, a,ij € IR 
en un sistema de referencia dado. Esta ecuacion se puede poner en forma matricial como: 


an 

012 

aoi \ 

/ X 

ai 2 

022 

002 

V 

aoi 

a 02 

aoo / 

\ 1 


= 0 


Sean las matrices A, a y los vectores ao, X : 


A = 


a n ai2 «oi 
a 12 a 22 a 02 
aoi a 02 «oo 


an ai2 
ai2 a 22 


ao — 


aoi 

ao2 


X = 


La ecuacion de la conica es: 


X*AX = 0 


La parte lromogenea de segundo orden, correspondiente a la matriz a, es una forma cuadratica en IR 2 . 
El objetivo es hacer transformaciones en el piano afm como las que ya hemos estudiado: 


TOn m 12 m 1 
X' = MX, M = I TO 12 77222 7772 


0 


0 


1 


TOn 77712 
77712 77722 


, 7?7 0 = 


777 1 

7772 


de manera que la conica adopte la forma mas sencilla posible. Ademas de isometrfas, tambien permitire- 
rnos liomotecias, es decir transformaciones afines dadas por matrices: 


A 


M = 


1 


donde A, y, ^ 0, que no conservan angulos ni distancias. 

Una transformacion afm convierte a la conica en otra, de matriz: 


X' = MX, (. X'fA'X ' = 0, A' = M t AM 


y de manera mas explfcita: 

/to 4 0 \ / a ao \ ( m too \ _ { mtam m t (avio + cLo) 

V m o 1 / v a 0 aoo / V 0 1 / V (777 4 (aTO 0 + a 0 )) 4 ?77^a?77 0 + 2?77^a 0 + a 00 

Como la matriz a es simetrica es posible diagonalizarla mediante una transformacion de similaridad 
(como una forma cuadratica). Por tanto, la signatura no cambia al liacer esta transformacion. De esta 
manera disponemos de cuatro invariantes, los rangos de las matrices A y a y la diferencia entre el numero 
de +1 y —1 en la forma diagonal (como la matriz de la conica esta definida salvo un factor, podemos 
siempre escogerla de forma que el numero de +1 sea mayor o igual que el de — 1 en la forma diagonal). 
Se puede establecer el siguiente cuadro de clasificacion en el que aparecen los nombres de las conicas que 
se obtienen. Cuando el cuadro no contiene ninguna denominacion es que tal posibilidad no puede clarse. 
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R 

3 

2 

1 

0 

r 

s/S 

3 

1 

2 

0 

1 

0 

2 

2 

Ei 

Er 

2Rci 




0 


H 


2Rir 



1 

1 


P 

2Rpi 

2Rpr 

2Rcr 


0 

0 




IRr 

0 

m 2 


donde: Ei= elipse imaginaria, Er= elipse real, H= lriperbola, P= parabola, 2Rci= dos rectas imaginarias 
conjugadas, 2Rpi=dos rectas paralelas imaginarias, 2Rir=dos rectas incidentes reales, 2Rpr=dos rectas 
paralelas reales, 2Rcr=dos rectas coincidentes reales , lRr=una recta real. 


8.7.1 Formas canonicas 


Veamos alrora como elegir el sistema de referenda para que las formas de las conicas sean lo mas sencillas 
posibles. Usaremos transformaciones afines para obtenerlas. 

En primer lugar trataremos de anular los terminos lineales. 

m t (amo + a o) = 0 


o, como m es regular, 
Distinguiremos dos casos 


amo + ao = 0 


1. a regular. Entonces: 


y como a es simetrica, tenemos: 


mg = —a 


a o 


A' = 


to am 

0 


Ooo 


agd 1 ao 


ii) a no regular. En este caso, no es posible anular en general los terminos no diagonales. 

De cualquier forma, la matriz a, que es simetrica, se puede diagonalizar mediante una transformation 
ml am. Volvamos a los casos anteriores 

1. La matriz de la conica es: 



donde \i yf 0, A 2 yf 0. El rango de la matriz a es 2 (r = 2), y s puede ser igual a 2 6 0. El rango 
de la matriz A es 3 si a oo yf a t 0 a~ 1 ao o 2 si son iguales. En el primer caso, S puede valer 3 6 1. En 
el segundo caso, 2 6 0. Por supuesto si R = 3 y S = 3, entonces s = 2. Si R = 2 entonces S = s. 

2. En el segundo caso, al menos uno de los terminos de la diagonal de a' es 0: 

/ Ai 0 a'oi \ 

A' = 0 0 a'o2 

\ °01 °02 a 00 / 

Dos situaciones se pueden presentar aqui: 

(a) Aunque no exista ad 1 , se puede encontrar too tal que ao = —amo- De esta forma, la matriz 
A! es: 

/ A, 0 0 \ 

A' = 0 0 0 

\ 0 0 a'oo ) 

El rango de la matriz A debe ser 2, 1 6 0, y el de la matriz a 1 6 0. 
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(b) No existe too tal que a o = —am o- Entonces, la matriz A no es diagonalizable mediante este 
tipo de transformaciones. No podemos anular los terminos lineales. La matriz a es igual a 0 
o se puede escribir en forma diagonal con uno de los elemento de la diagonal no nulos. 

i. Si a = 0, la matriz A es: 

/ 0 0 aoi \ 

I 0 0 ao2 J 

\ aoi a 02 o-oo J 

Si ao 0 podemos encontrar una matriz to tal que a^m = (1,0) y a oo = — TOqOo, con lo 
que la matriz A se convierte en: 

(!!!) 

\ o o o / 


podemos lracer que (oq) 4 = (0, 1) y aoo = 0, con lo que la matriz A! es: 

(!!!) 

\ 0 1 0 / 


Veamos las formas canonicas: 
1. Elipse imaginaria: 


R = 3, r = 2 S = 3, s = 2 


x 2 + y + 1 = 0 


2. Elipse real: 


3. Hiperbola: 


R = 3, r=2S = l, s = 2 


R = 3, r=2S = l, s = 0 


4. Dos rectas imaginarias conjugadas: 


R= 2, r — 2 S = 2, s = 2 


x 2 + y 2 - 1 = 0 


x 2 - y 2 + 1 = 0 


x 2 + y 2 = 0 


5. Dos rectas reales incidentes: 


R = 2, r=25=0, s = 0 


x 2 — y 2 = 0 


Se Hainan conicas con un centro rinico. 


6. Dos rectas imaginarias paralelas: 
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7. Dos rectas reales paralelas: 

R = 2, r = lS = 0, s = l — 

8. Dos rectas reales coincidentes: 

R= 1, r=lS = l, s = 1 


x- - 1 = 0 


-1 


a; = 0 


Se llaman conicas con una recta de centres. Finalmente: 
9. Parabola: 


10. Una recta real: 


y ademas: 
11. Vaci'o: 


R = 3, r = 1 S = 1, s = 1 


i? = 2, r = 0 S = 0, s = 0 


10 0 
0 0 1 
0 10 

0 0 1 
0 0 0 
10 0 


x 2 + 2y = 0 


x = 0 


R= 1, r = 0S=l, s = 0 


1 = 0 


12. nr: 


i? = 0, r = 0S = 0, s = 0 


0 


0 = 0 


La clasificacion se puede hacer tambien en funcion de invariantes asociados a las matrices A y a: 


K = det A, J = det a, I = tr a, J = An + A 2 2 , in = 
con lo que la clasificacion es: 


an aoi 
aoi aoo 


^22 = 


022 002 
002 aoo 



r 

K ^ 0 (CO) < 

J ± 0 (CCU) l 


t j = 0(P) 


J ± 0 (CCU) | 

K = 0 (CD) < 

J = 0 




J > 0 (E) 

J < 0 (H) 

J > 0 (2Ric) 
J < 0 (2Rri) 

I ^ 0 (CRC) 

/ = 0 (R) 


KI > 0 (i) 
KI < 0 (r) 


JV 0 (2Rp) 
J = 0 (2Rrc) 


J > 0 (i) 
J < 0 (r) 


clonde CO son conicas ordinarias y CD conicas degeneradas. CCU son conicas con centre linico y CRC 
conicas con recta de centres. Es sencillo ver la equivalencia de ambas formas de clasificar las conicas. 
Un estudio similar se podria hacer para las cuadricas, los conjuntos correspondientes en IR 3 , pero no lo 
haremos aqui. 

Las clasificaciones de conicas y cuadricas adquieren una forma mas simplificada cuando se 
considera el espacio proyectivo. Pero esta cuestion va mas alia de lo que estas notas pretenden 


ser. 
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Problemas 


Los problemas que aparecen en esta seccion son parte de colecciones de problemas elaborados por nu- 
merosas personas. No se Iran incluido al final de cada seccion debido a que muchos de ellos contienen 
conceptos que aparecen en mas de un tema. Sin embargo se ha procurado mantener el orden correspon- 
diente al resto de estas notas. 

1. Sean X y X' clos conjuntos, 4,BcI, A',B' C X’ , y / una aplicacion, f:X — > X 1 . Estudiar si 
son ciertas o no las siguientes afirmaciones: 

(a) f(AuB) = f(A) U f(B) 

(b) f(AnB)cf(A)nf(B) 

(c) f- 1 (A'uB') = f- 1 (A’)Uf- 1 (B’) 

(d) /- 1 (A'nB')c/- 1 (A')n/- 1 (B') 

(e) A C B =► f(A) c f(B) 

(f) A’CB ' =► f~\A') c 

En caso de ser ciertas, clemostrarlo. Si son falsas, construir un contraejemplo. 

2. Sea f:X—*Y una aplicacion. Demostrar que / es inyectiva si y solo si: f(A fl B) = f(A) fl /(£?), 
para cualquier par A,B C X. 

3. Sean X, Y y Z tres conjuntos, f,g, aplicaciones: /: X —> Y, g:Y — > Z. Estudiar si es cierto o 
no que las afirmaciones de las columnas segunda y tercera implican la de la cuarta en cada fila. 
(i=inyectiva, s=sobreyectiva, b=biyectiva) . 



/ 

9 

9°f 

1 

i 

i 

i 

2 

i 

s 

i 

3 

b 

i 

i 

4 

s 

s 

s 

5 

i 

s 

s 



/ 

9 

9° f 

6 

s 

b 

s 

7 

b 

b 

b 

8 

b 

i 

b 

9 

i 

b 

s 

10 

i 

s 

b 


Demostrarlas en caso de ser ciertas y encontrar contraejemplos cuando no lo seam 

4. Sean X y X' dos conjuntos, /: X — > X' . Demostrar que si / es biyectiva, existe la aplicacion inversa, 

— > X, y que en este caso, la imagen inversa de un conjunto A' C X' , que llamaremos 
f~ 1 (A’), coincide con la imagen directa de A! mediante la aplicacion / _1 . 

5. Sea /: X — * X' una aplicacion sobreyectiva. Demostrar que existe una aplicacion a: X' — > X tal 
que: foa = \' x donde l' x es la aplicacion identidad en X' . Sea h: X — > X' una aplicacion inyectiva. 
Demostrar que h: X — > h(X) definida por h(x) = h(x) es biyectiva y existe r = hr 1 : h(X) — > X tal 
que: to h = lx donde lx es la aplicacion identidad en X . ^Existe una unica aplicacion a: X' — > X 
que verifique a o h = lx? 
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6. Sean X,YyZ tres conjuntos, /, g , aplicaciones: /: X ^>Y, g:Y —> Z. Sea h = go f. Estudiar los 
siguientes enunciados: 

(a) Si h es inyectiva entonces / es inyectiva. 

(b) Si h es inyectiva y / sobreyectiva, entonces g es inyectiva. 

(c) Si h es sobreyectiva, entonces g es sobreyectiva. 

(d) Si h es sobreyectiva y g es inyectiva, entonces / es sobreyectiva. 

7. Sean Ay B dos subconjuntos de E. Sea V(E) la familia de subconjuntos de E. Se considera la 
aplicacion: /: V{E) — * V(A) x V{B) definida por: f(X) = (X fl A, BdX), X G V{E). Determinar 
una condicion necesaria y suficiente para que a) / sea inyectiva. b) / sea sobreyectiva. 

8. Sea E el piano (IR x IR), y O un punto de E. Se define en E la relacion: 

P,Q G E, P1ZQ •<=> 0,P,Q estan alineados 

^Es una relacion de equivalencia en El ^Es una relacion de equivalencia en E — {0}1 Hallar las 
clases de equivalencia en caso afirmativo. 

9. Sea el conjunto IR x IR, y la relacion: 

(x,y), {x',y') G IR x IR, (x,y)TZ(x' ,y') xy = x'y' 

^Es una relacion de equivalencia en IR x IR? Hallar las clases de equivalencia en caso afirmativo. 
Sea la relacion TV definida por: 

(x, y ), (x\ y') G IR x IR, (x, y)TZ(x\ y') xy = x'y', xx' > 0 
^Es una relacion de equivalencia en IR x IR? 

10. Sea f:X—>Y una aplicacion y 1Z la siguiente relacion en X: 

xTlx' f(x) = /( x') 

Probar que es una relacion de equivalencia. Sea X/1Z el conjunto de clases definido por 7 Z y [x] 
una clase de X. Se define: /: X/1Z Y por /([#]) = f(x). Demostrar que / es una aplicacion y es 
inyectiva. 

11. Sea A = {(a, a;) | a,i G Q, a / 0}. Se define en A una operacion: (a, x) ■ ( b,y ) = ( ab,bx + y). 
Demostrar que (A,-) es un grupo no conmutativo. Demostrar que B = {(l,x) | x G Q} es un 
subgrupo de A. 

12. Encontrar todos los subgrupos del grupo de alternaciones A 4 . 

13. Se considera el grupo cfclico de orden 5, G 5 con generador a. Sea /: TL G5 la aplicacion definida 
por f(n) = a n . Demostrar que es un homomorfismo de grupos y hallar el nucleo (kcr /) y la imagen. 
Calcular el grupo cociente 2/ker/ y probar que es isomorfo a G 5. 

14. Se consideran las funciones f a : IR ■— > IR, definidas por: f a (x) = x + a. Probar que el conjunto 
T = {f a | a G IR} es un grupo abeliano, respecto de la composicion de funciones. 

15. Calcular la tabla de multiplicacion para las simetrfas del tetraedro y estudiar su relacion con algiin 
subgrupo de un grupo de permutaciones. 

16. Probar que el conjunto de matrices: 

{( J ~ b a ) |a,&G!R, a 2 + 6 Vo| 

con la operacion de multiplicacion de matrices, es un grupo abeliano. Demostrar que es isomorfo al 
grupo multiplicative de los numeros complejos distintos de cero. Demostrar que (cuando se incluye 
la matriz nula) es tambien un cuerpo isomorfo al de los numeros complejos. 
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17. Demostrar que cualquier grupo de orden 4 es abeliano y construir todos los grupos de orden 4 no 
isomorfos. 


18. Demostrar que las matrices cuadradas de orden 2 con coeficientes reales de determinante igual a 
1 forman un grupo no conmutativo, con respecto al producto. Demostrar que las matrices de la 
forma: 


x -y 
V x 


V 2 = 1 


forman un grupo abeliano subgrupo del anterior. ^Es un subgrupo normal? 


19. Sean los grupos G\ = {a, 6, c, d}, G 2 = {x,y,z,t} con operaciones definidas por las siguientes 
relaciones: 

q ( a ■ a = a, a ■ b = b, a ■ c ~ c, a ■ d = d 1 b ■ b ~ a, 

1 ’ ( b ■ c = d, b ■ d = c, c • c— a, c • d = 6, d ■ d = a 

G ( x * x = x, x * y = y, x * z — z, x * t = t, y * y = x, 

2 ’ ( y * z = t, y *t = z, z * z = y, z*t = x, t*t = y 

(a) Calcular d-b,t*y. 

(b) Estudiar si existe un homomorfismo de G\ en G 2 y calcularlo en caso afirmativo. 

(c) Estudiar si G\ y G 2 son isomorfos. Calcular un isomorfismo en caso afirmativo. 


20. Calcular los subgrupos de los grupos Z 8 y 7L§. 

^Se podria construir un homomorfismo /: Z 8 — > Z 8 siendo /( 1) = 3? ]Y si fuese /( 2) = 3? En 
caso afirmativo construirlos explicitamente. 

21. Resolver la ecuacion x 2 + 2x + 1 = 0 en Z4. 


22. Sea /: Ziq — > Zi 6 un homomorfismo de grupos. Probar que /([ 2]) ^ [3]. 

23. Sea q £ Z 4 hjado. Considerese el conjunto F q = {(a, b) \ a, b G Z 4, (a, 6) ^ ([0] , [0]) } con la 

operation asociativa, 

(a, b ) * (c, d) = ( ac + qbd, ad + be) . 

Hallar el elemento neutro y calcular, si existe, el inverso de ([2], [3]). 

24. En el anillo de polinomios JR[.x] se considera (para a G IR hjado) el conjunto I a = {p(x) G IR[x] | 

p(a) = 0}. Demostrar que I a es un ideal de lR[x] y que lR[x]// a w IR (como anillos). 

25. Un elemento x de un anillo A se dice que es nilpotente si x r = 0 para algun r G IN. Determinar: 

(a) Si el conjunto de los elementos nilpotentes de Z 8 forman un ideal. 

(b) Lo mismo en el anillo de matrices reales 2x2. 

26. Calcular el grupo de automorhsmos de los cuerpos Q, y F 2 = {a + b\J 2 | a, b G <Q}. 

27. Se considera el conjunto de matrices con coeficientes reales: 



( a 

-b 

—c 

~ d ) 



b 

a 

-d 

c 

| a, 6, c, d G IR 


c 

d 

a 

- b 

< 

\ d 

—c 

b 

a ) 

> 


Demostrar que es un cuerpo no conmutativo. Si: 


/ 1 

0 

0 

0 \ 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

V 0 

0 

0 

1 / 
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( 0 

-1 

0 

0 ^ 


( 0 

0 

-1 

0 ^ 


( 0 

0 

0 



1 

0 

0 

0 


0 

0 

0 

1 


0 

0 

-1 

0 

i = 

0 

0 

0 

-1 

, 3 = 

1 

0 

0 

0 

, k = 

0 

1 

0 

0 


^ 0 

0 

1 

0 ) 


1 0 

-1 

0 

0 ) 


^ 1 

0 

0 

0 / 


Demostrar que {±7, ±i, ±j, ±fc} es un grupo no conmutativo con respecto al producto de matrices 
y escribir la tabla del producto. 

28. Demostrar que si I es un subanillo no nulo de Z entonces I es un ideal. Demostrar que el conjunto: 

es un subanillo del anillo pero no es un ideal. 

29. Estudiar la estructura del conjunto de funciones continuas: (7(111) = {/:IR — > IR}, respecto a las 
operaciones de suma y producto. 

30. Formar las tablas de sumar y multiplicar del anillo Z«. Hallar todos los divisores de cero y el grupo 
de elementos invertibles. 

31. Demostrar que la condicion necesaria y suficiente para que un elemento de un anillo posea inverso 
es que no pertenezca a ningiin ideal propio del anillo. 

32. Demostrar que todo homomorfismo de cuerpos distinto del nulo es inyectivo. 

33. Demostrar que si los puntos z \,. . . , z n del piano complejo estan situados a un mismo lado de una 
recta que pase por cero entonces: ^” =1 2 ,; ^ 0. Demostrar que si Y^i=\ + _1 = 0’ los puntos 2 ,; no 
pueden estar a un mismo lado de una recta que pase por 0 . 

34. Calcular las rafces de orden 8 de la unidad y comprobar que su suma es igual a 0. Generalizar el 
resultado para rafces de orden n. 

35. Usar la formula de Moivre para calcular cos 5x en funcion de cos x y sen x y sus potencias. 

36. Demostrar que si 2 £ C es una raiz del polinomio de coeficientes reales p(x), entonces z es tambien 
rafz de ese polinomio. 

37. Sea 2 o una rafz de la unidad de orden n , distinta de 1. Demostrar que 20 es rafz del polinomio: 

p(z) = 2 n— 1 + z n ~ 2 H j- 2 + 1 . 

38. Calcular todas las ralces primitivas de la unidad de orden 6 . Demostrar que si p es primo, toda rafz 
de la unidad de orden p distinta de 1 es primitiva. 

39. Calcular las ralces y factorizar el polinomio P( x) = a : 10 — 2x 5 + 1. 

40. Si V es un espacio vectorial y S C V, probar que lin S' es la intersection de todos los subespacios 
de V que contienen a S. 

41. Si Si, . . . , S n son subconjuntos arbitrarios de un espacio vectorial V, probar que lin(Si U S 2 U . . . U 

S n ) = lin Si + lin S 2 H h lin S n . Deducir que 611 ( 1 +! U W 2 U • • • U W n ) = W\ + W 2 + • • • + W n , si 

W,, es subespacio, 1 < i < n. 

42. Probar que si v r € lin{ui, . . . , u r _i} entonces lin{ui, . . . , u r _i} = lin{ui, . . . , v r }. Deducir que existe 
una base B de lin{vi, . . . , v r } tal que B C {iq, . . . , v r }. Demostrar que dimlin{iq, . . . , v r } < r, y 
que dim liii{iq , . . . , v r } = r +=+ {ui, . . . , u,.} es linealmente independiente. 

43. Para cada uno de los siguientes subconjuntos de C 3 , estudiar si son o no subespacios vectoriales: 

(a) {x € C 3 | (1 — i)x 1 + X 2 — 1 x 3 = 0} 

(b) {x G C 3 | x\ + X 2 — X 3 + i = 0} 
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(c) {a: € C 3 | x\ + x\ — £§ = 0} 

(d) {ieC 3 | e Xl+X2 ~ X3 - 1 = 0} 

Misma pregunta si consideramos los conjuntos c) y d) como subconjuntos de IR 3 . 

44. Decir cuales de los siguientes subconjuntos de V = M n (JK) son subespacios vectoriales: 

W\ = {A G V | A es invertible} 

W 2 = {A G V | r(A) = n- 1} 

W 3 = {A G V | A* = 2 A} 

W 4 = {A G V | A 2 - 2A = 0} 

1 1 5 = { (Aij ) G E | &11 2d\ n d nn = 0} . 

45. Estudiar cuales de los siguientes subconjuntos de C(IR,IR) son subespacios vectoriales: 

(a) {/ G C(IR,]R) | f(t) = 0, Mt e Z} 

(b) }/eC(lR,]R) |/(0) = 72/(1)} 

(c) {/ G C(IR,IR) | / (0) = 1} 

(d) {/ € C(IR,IR) | / es derivable dos veces, y f" = 0} 

(e) {/ € C(1R, IR) | 3 to, n G Z t.q. /(t) = mt + n} 

(f) {/ G C(IR,IR) | / 2 (0) + / 2 (1) = 0} 

46. Si IE es un subespacio vectorial propio de un espacio vectorial V, ^cual es el subespacio vectorial 
linfV — W) generado por V — W ? (Nota: V — W = {x G V \ x £ W}.) 

47. Sean Wi y W 2 dos subespacios vectoriales de un espacio vectorial V. Probar que W\ fl W 2 ^ {0} 
si dim V < dim W\ + dim W 2 . 

48. Se consideran los siguientes subconjuntos de C(IR, IR): 

V = {f £ C(IR, IR) | f(t) = G IR}, I ={/ G C(1R,IR) | /(t) = -/(-*), VtGffi.} 

Demostrar que X y V son subespacios de C(IR,IR), y que C(IR, IR) = V ©I. 

49. En el espacio vectorial V = .^(IR, IR), se consideran los subconjuntos 

U = {/ G V | /( 1) = /(- 1) = 0}, W = {/ G V | 3a, b G IR t.q. /( x) = ax + b}. 

Probar que U y W son subespacios de V. iSe cumple la igualdad U © W = VI 

50. Sea B = {vi,...v n } una base de un espacio vectorial V, y sea iq = Xq=i a ij v ji 1 < i < r. Si 
A = (ay) i<»<r , probar que dim (lin{rti, . . .u r }) = r{A). 

1 < j < n 

51. Dados los subespacios Il-'j = lin{(l,2, —1, 0), (0, —i, 0, i)} y W 2 = lin{(3, 1, 0, —1), (5, 6, —2, —2)} en 
C 4 , lrallar una base de IEi D W 2 . 

52. Si IE = lin{ (1 , 1, 1, 0, ), (0, 1, 1,0), (1, 1, 0, 1)} y 

V! = (2,-1, 3,0), V2 = (1,1, -1,-1), w 3 = (2,-1,-3,2), 
decir cuales de los vectores v t pertenecen a IE. 

53. Dado el subespacio VE de IR 4 de ecuaciones x\ + 2x 2 — x 3 + x 4 = 0, 2xj + x 3 — 3x4 = 0, encontrar 
un subespacio complementario de IE. 
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54. Estudiar la dependencia lineal de los siguientes subconjuntos del espacio vectorial de los polinomios 
en una indeterminada con coeficientes complejos: 

51 = {1 + it 2 , 1 + 5i + (i — 5 )t — (1 + 5i)t 2 , i + (1 + i)t + (i — l)t 2 } 

5 2 = {1, t, t 2 , 1 + t, (1 + t)"} 

53 = {l,o - t, (a - t) 2 } 

Si = {1 + t 2 ,t — i,t + i} 

S 5 = {t 2 — i,it 2 + 

55. Si V = C 4 [x] , se consideran los polinomios 

Pi(x) = 3 — 2x + x 2 +Ax z + x A , P 2 (x) = 4 — x + x 2 + 6x 3 — 2x 4 , P 3 (x) = 7 — 8x + 3x 2 + ax 3 + bx 4 . 

Determinar los valores de los parametros a, b € C para los cuales W = lin{pi,p 2 ,p 3 } tiene dimension 
dos. Para dichos valores de a y b, hallar una base de W y calcular las coorclenadas de p\, P2 y P3 
en dicha base. 

56. Estudiar la dependencia lineal de los siguientes subconjuntos de C 3 : 

-Sr = {(!>*) 0), (1, 1 + *,0), (1 — i, 1 + i, 3)} 

S2 = {(1, i, — 1), (1 + 5i, — 5 + i, — 1 — 5i), (i, 1 + i, i — 1)} 

57. Probar que el subconjunto S = {(0, 1, 0), (1, 1, 0), (1, 2, 1), (—2, 1, 3), (5, 2, —3), (1, 0, 1)} C C 3 es un 
sistema de generadores de C 3 , y encontrar una base de C 3 contenida en S. 

58. Sean Ai, A 2 , . . . , A„ n niimeros complejos distintos. Probar que las funciones {/ 1 , / 2 , . . . , f n } dadas 
por fi(z ) = e XiZ son linealmente independientes en C(C,C). Utilizar lo anterior para demostrar 
que los conjuntos { 1 , cos x. cos 2x, , cos nx} y {sen x, sen 2 a;, ... , sen na;} son linealmente indepen- 
dientes en C(1R, IR). 

59. Para cada uno de los siguientes pares de bases de C 3 , calcular la matriz del cambio de base de B a 
B'-. 

(a) B= {(1,1,0), (-1,1,1), (0,1, 2)}, B' = {(2,1,1), (0,0,1), (-1,1,1)} 

(b) B = {(3,2,1), (0,-2, 5), (1,1, 2)}, S' = {(1,1,0), (-1,2, 4), (2, -1,1)} 

60. Sea V = C 2 [x], y sea a S IR un numero real fijo. Si definimos los polinomios 

pi(x) = l, p 2 {x)=x + a, p 3 (x) = (x + a) 2 , 

probar que {pi,p 2 ,P 3 } es una base de V. ^Cuales son las coordenadas de un elemento cualquiera 
de V en esta base? ^.Sugiere esto alguna generalization? 

61. Si p € C ra [x], hallar cual es la condition necesaria y suficiente para que el conjunto {p,p f , ■ ■ ■ ,p^ n:> } 
de las derivadas de p lrasta orden n inclusive sea una base de C„[x]. 

62. Dados los subespacios de IR 4 

Wi = lin{(l, 0 , 0 , 0 ), ( 0 , -1,0, 1)}, W 2 = Hn{(0, 0 , 1 , 1 )}, W 3 = lin{(0, 1, 1, 0 )}, 
decir cuales de las sumas Wi + Wj (i ^ j) y W\ + W2 + W3 son sumas directas. 

63. Si Wi , . . . , W n son subespacios vectoriales de un espacio vectorial V, probar que 

dim( W\ + • • • + W n ) = dim W\ + • • • + dim W n — dim(PPi n W2) 

- dim((Wi + W 2 ) n W 3 ) dim((VP 1 + • • • + W n -i) n W n ) . 

Deducir que W\-\ h W n es suma directa si y solo si dim(TPi + • • • + W n ) = dim W\ + • • • +dim W n . 
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64. Dado el subespacio U = {(xi, . . . ,x n ) G C” | x\ + X 2 + ■ ■ ■ + x n = 0} de <D", estudiar si W = 
{(#1 , . . . , x n ) € C™ | Xi = X 2 = • • • = x n } es un subespacio complement ario de U. 

65. Dados los subespacios 

W\ = lin{ (0, 1, —1, 0, 1), (1, 1, —1, 1, 2)}, W 2 = lin{(— 1, 0, 5, 1, 0), (a, 1, 1, —1, &)} 
de C 5 , digase para que valores de los parametros a y b la suma W\ + W 2 es suma directa. 

66. Se consideran los subespacios U = lin{pi,p2,P3} y W — linjqi, g 2 j 93} de C4 [x\ , siendo 

Pi(x) = 1 + 2x + 5x 2 + 3x 3 + 2a; 4 

P 2 (x) = 3 + x + 5x 2 — 6x 3 + 6x 4 

p 3 (x) = 1 + x + 3x 2 + 2x 4 

qi(x) = 2 + x + Ax 2 — 3x 3 + Ax 4 

q 2 (x) = 3 + x + 3x 2 — 2x 3 + 2x 4 

qs(x ) = 9 + 2x + 3x 2 — a; 3 — 2x 4 . 

Hallar una base de U + W y U fl W. 

67. Si W \ , W '2 y W 3 son subespacios vectoriales de un espacio vectorial V, estudiar si es cierta la formula 

(Wi + w 2 ) n bb 3 = (Wx n W3) + (w 2 n w 3 ). 

68. Dado el subespacio V\ de IR 4 generado por los vectores: 

vi = (1,1,0, to), v 2 = (3, -l,n, -1), V 3 = (—3, 5, to, —4) 

hallar my n para que dim Vi = 2. Para estos m, n calculados, hallar las ecuaciones parametricas e 
implicitas de otro subespacio V2 tal que Vi 0 V2 = IR 4 . 

69. Si l \\ , W'2 y W 3 son subespacios vectoriales de un espacio vectorial V, probar que 

dim(PPi + W 2 + W 3 ) < dim W\ + dim W 2 + dim W 3 — dim(Wi H W’2) 

- dim(Wi n W 3 ) - dim(W 2 n W 3 ) + dim(Wi n W 2 n W 3 ). 

Comprobar que la desigualdad anterior es estricta si 

V = IR 3 , W\ = lin{(l,0, 0)}, W 2 = lin{ (0,1,0)}, W 3 = {(s, y, z) G IR 3 | * - y = 0}. 

Sea V un espacio vectorial de dimension 4. Considerense dos subespacios W 3 y W 2 de V tales que 
Wi fl W 2 = lin{w}, con i;^0y dim Wi = 3 y dim W 2 = 2. Hallar Wi + W 2 . 

Dados los subespacios U y P de C 5 definidos por los conjuntos de ecuaciones siguientes: 

xi = A + p + v 

Xi + X 2 + X 3 + X 5 = 0 ) X 2 = —X — u 

U : 4x2 + 3x 3 — X 4 = 0 > , V : X 3 = 2A + /1 + 2v > , A, p, v G €. 

4 xi + X3 + X4 + 4 x$ — 0 J X4 = 0 

x 5 = p 

Calcular la dimension y una base de cada uno de ellos. Calcular una base de la suma y otra de la 
intersection de estos dos subespacios. 

Se considera el subespacio W de C 3 de ecuacion: ax\ — 1 x 2 = 0, donde a G C es una constante. 
Calcular a de forma que la intersection de W con el subespacio S tenga dimension 2, donde: 


70. 

71. 


S = lin{(l, 0, -i), (1 - i, 0, 0), (-1 - 2 i, 0, 3*)} 
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73. Considerese el espacio de polinomios sobre IR en la variable x de grado menor o igual a n y 
el subconjunto de polinomios una de cuyas raices es 1. ^Es un subespacio vectorial? En caso 
afirmativo determinar su dimension y hallar una base. 

74. Determinar razonadamente si son ciertas o falsas las proposiciones siguientes, siendo Wi , W 2 , 14 ' 3 
tres subespacios de un espacio vectorial de dimension finita V. 

(a) W\ n w 3 = {0}, w 2 n w 3 = {0} => (Wi + w 2 ) n ve 3 = {0}. 

(b) dim \\\ > dim V/2, dim W 2 > dim E/2, W x n W 2 = {0} => V = Wi + W 2 . 

(c) Wi n w 2 n w 3 = {o}, wi + w 2 + w 3 = v => v = © w 2 © w 3 . 

75. Sean V\ y V 2 dos espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo IK, y considerese el conjunto (producto 
cartesiano de V\ y V 2 ) 

V\ x V 2 = {(xi,x 2 ) | X\ € Vi,x 2 € V 2 }. 

(a) Demostrar que V\ x V 2 , con las operaciones clefinidas por 

(xi,x 2 ) + (yi,y 2 ) = (x 1 + y 1 ,x 2 + y 2 ) 

A(xi,x 2 ) = (\xi,\x 2 ) 

es un espacio vectorial sobre IK, y calcular su dimension en funcion de las dimensiones de V\ 

y V 2 . 

(b) Sean alrora W\ y W 2 subespacios vectoriales de un espacio vectorial V, y sea T : W\ x W 2 —> 
W\ + W 2 la aplicacion definida por T(x i, x 2 ) = x\ + x 2 . Demostrar que la suma W\ + W 2 es 
directa si y solo si T es un isomorfismo. 

76. Se considera el espacio vectorial V 4 sobre C y la variedad lineal L engendrada por los vectores: 

L = {(1, 2 + i, 3 — i, — i), (— 1, 1 — i, — 2 + *, 4 + i), (1, 5 + i, 4 — i, 4 — *)} 


Se pide: 

(a) dimL. 

(b) Ecuaciones parametricas e implicitas de L. 

(c) Una base del espacio cociente V 4 /L. 

77. Sea V un espacio vectorial real de dimension 5 y B = {vi,v 2 ,vs, V 4 , U 5 } una base de V. Calcular las 
ecuaciones implicitas (en la base B) del subespacio W = W\ + IU 2 + IU 3 , siendo W, los subespacios 
definidos por: 

W\ = lin{(l,0,0, 1,0), (0,0, —1, 0,0)} 

{ X\ + x 2 - X 3 — 0 
x 2 - x 5 — 0 
x 2 + 2^5 = 0 

IU 3 = ker /, f-.V^V 

f(x) = (X 4 + x 5 , —x 2 + x 3 - X 5 , x 2 - x 3 , x 3 - X 5 , 2x 2 ~ 3x 3 + x 4 + 4x 5 ) 

Calcular los subespacios Wi fl W 2 , W 2 fl M-' 3 , Wi fl W 3 , W\ fl W 2 fl W 3 . ^Es W suma directa de los 
subespacios Wi,W 2 ,W 3 ? 

78. En un espacio vectorial V de dimension 4 se tiene un sistema de generadores formado por los 
vectores S = {u\,u 2 , u 3 , U 4 . u 5 }. Se sabe ademas que u\ — u 2 + u 3 = 0. 

(a) Calcular una base de V a partir de los vectores de S. 
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79. 


80. 

81. 

82. 

83. 

84. 

85. 


86 . 

87. 


89. 


(b) Hallar las coordenadas en la base anterior de una base de un subespacio W de V de dimension 
2, cuya intersection con U = lin{ui, U 2 , 1 ^. 3 } es el vector 0 y tal que la suma con el subespacio 
R cuyas ecuaciones parametricas en la base encontrada en el apartado a) son 

—X\ + 3a.’2 — 3x3 — 2X4 = 0 , — XI — 3x2 + 3X3 + 4X4 = 0 , 3xi + 2x2 — 2x3 — 5x’4 = 0, 

sea directa. 

Demostrar que toda matriz 2x2 , A = {a,ij)i<ij< 2 i es rafz del polinomio 

P(t) = t 2 — (an + a,22)t + (ana 22 — 012021 ). 

Utilizar este resultado para obtener una expresion de la inversa de una matriz 2x2. 

Probar que la traza del conmutador de dos matrices es cero. ^Pueden existir dos matrices P, Q 
tales que [P, Q\ = ill 

, demostrar que A 2 = 2 A — 7, y calcular ti 100 . 

/ 1 1 °\ 

Dada la matriz 2 I = I 0 1 1 I , hallar A n , Vn € IN. 

V 0 0 1 J 

Demostrar que las unicas matrices cuadradas de orden n que conmutan con todas las matrices 
cuadradas del mismo orden son de la forma A/, con A GC. 

Por definition, una matriz cuadrada M es idempotente si M 2 = M. Si A y B son matrices cuadradas 
tales que AB = A y BA = B , probar que Ay B son idempotentes. ^Pueden ser A 6 B invertibles? 

Si A es una matriz cuadrada tal que A 3 = 0, definimos la matriz M( A) = I + Ati+ ^A 2 A 2 , VA € C. 
Probar que el conjunto {M( A) | A € C} es un grupo abeliano respecto del producto de matrices, y 
calcular M( A) -1 . 

Probar que si A y B son matrices cuadradas de la misma dimension y AB = /, entonces tambien se 
cumple que BA = 7; en otras palabras, si B es una inversa por la dereclia de A entonces B = A . 

Calcular el signo con que aparece el termino a n ia n -i t 2 • • • ai„ en el desarrollo del determinante de 
la matriz ( 0 ^) i<yj<n- 


Si A = 


1 0 

-1 1 


Probar que si A es una matriz triangular superior, es decir si: 


A = 


( on ai2 . . . a\ n ^ 

0 022 • • ■ 02n 


\ 0 0 ... CLnn / 


entonces clet A = 011022 • • • a nn - Deducir un resultado analogo para las matrices triangulares infe- 
riores. 

Demostrar que si A y B son dos matrices cuadradas de ordenes n y m , respectivamente, se tiene: 


clet 


A C 
0 B 


= det A ■ clet P, 


clet 


C A 
B 0 


= (— l) nm det A ■ det B. 


90. Utilizando las formulas del problema anterior, demostrar que det(tiP) = det A ■ det B. 
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91. Calcular los determinantes siguientes: 



/ 

X 

a 

a 

... a 

\ 


/ X\ + a 

X2 

x 3 

X n 

\ 



a 

X 

a 

... a 



Xl 

X 2 + a 

x 3 

X n 


Di = det 


a 

a 

X 

... a 


, D 2 = det 

Xi 

X2 

x 3 + a ■ ■ ■ 

X n 



V 

a 

a 

a 

... X 

) 


\ X! 

X2 

x 3 

x n + a 

/ 


92. Calcular el determinante de Vandermonde 

/ 1 

Xi 

i 

W(xi, ...,x n )= det 


T 2 

x i 


\ x 


1 

X2 

x\ 


Xi 

x 3 


n — 1 _n — 1 


i \ 


93. Calcular los determinantes de las matrices siguientes: 


A = 


l 1 ~ 

1 

1 

1 N 


( 1 

1 

1 

1 N 


( 

a 2 

ab 

ab 

b 2 \ 

1 - 

1 

-1 

-1 

, B = 

a 

b 

c 

d 

, c = 


ab 

a 2 

b 2 

ab 

1 

1 

-1 

-1 

a 2 

b 2 

c 2 

d 2 


ab 

b 2 

a 2 

ab 

V 1 

1 

1 

- 1 ) 


{ a ^ 

b 4 

c 4 

d 4 ) 


V 

b 2 

ab 

ab 

a 2 / 


94. Calcular el determinante de orden n 


A„ = det 


/ xi+yi 

xi + y 2 ■ 

• Xi +y n \ 

X 2 + yi 

X 2 + V 2 ■ 

■ x 2 + y n 

\ x n +yi 

Xn+V 2 • 

■ X n + y n ) 


95. Una matriz cuadrada es antisimetrica si A * = —A. Probar que, si 2 ^ 0, el determinante de una 
matriz antisimetrica de orden impar es cero. 

96. Una matriz cuadrada A £ M n ( C) se dice unitaria si AAA — I. Probar que si A es unitaria entonces 
| det A\ = 1. 

97. ( Formulas de Schur) Sean A, B,C,D £ M n (C) , y sea A el determinante de la matriz 
Probar que se cumplen las igualdades siguientes: 

(a) A = det (AD — ACA~ 1 B), si det A ^ 0 

(b) A = det (AD - BD~ 1 C D), si det D/0 

98. Determinar, en funcion del parametro a, el rango de las siguientes matrices: 


r 

1 

1 

0 

1 

a \ 


( 1 

1 

-1 

2 

° \ 


3 

2 

-1 

3 

2 a 


a 

1 

1 

1 

1 H - CL 


a 

3 

—2 

0 

a{a — 2) 

5 

1 

-1 

3 

-3 

4 

V 

-1 

0 

—4 

3 

—5a ) 


l 4 

2 

0 

a 

4 / 


A B 
C D 


99. Hallar los valores de a y b para los cuales el rango de la siguiente matriz es el minimo posible: 


t 

1 

3 

-2 

-1 

4 \ 


-2 

1 

1 

2 

-3 


3 

-4 

3 

1 

-2 


3 

3 

0 

a 

3 

V 

3 

2 

-3 

-3 

b J 
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/ 1 i 3i 3 \ 

100. Hallar el rango de la matriz compleja A = 2 + i 1 1 + 2 i 4 + i 

\ — 1 + i 1 + i 1 + i — 1 + i ) 

101. Demostrar que r(AB ) < min(r(A), r(.B)). 

102. Probar que A G M mxn ( C) tiene rango < 1 si y solo si existen R G M mx i(C) y S G Mi x „(C) tales 
que A = RS. 

103. Sea A una matriz to x n. Demostrar que: 


(a) Si m > n, A no tiene inversa por la derecha 

(b) Si m < n, hay dos posibilidades: 

i. Si r(A) = to, hay infinitas inversas por la derecha de A. 

ii. Si r(A) < to, A no tiene inversa por la derecha 


/ a Id 

104. Sabiendo que det 6 2 e 

\c -1 / 


= 1, hallar el valor del determinante de: 


2a — d a + d 3 — a \ 
2b — e b + e 6 — b J 
2c-/ c+ / -3 -c J 


105. Si A y B son matrices invertibles y A es un escalar, expresar cof(AA), det(cof(A)), cof(cof(A)) y 
cof (AB) en funcion de A, B y A. c.Que ocurre si A 6 B no son invertibles? 

106. Dada la matriz to x n 

2 ... n — 1 n \ 

n + 2 ... 2n — 1 2 n 

\ (to — l)n + 1 (to — l)n + 2 ... mn — 1 mn J 
con to, n > 1, expresar ay en funcion de i y j, y calcular el rango de A. 




n + 1 


107. Utilizando el metodo de Gauss-Jordan, determinar cuales de las siguientes matrices son invertibles, 
y calcular la matriz inversa cuando esto sea posible: 


A = 



B = 



C = 


0 

V - 2 


-2 

0 

2 

3 


-1 

/ 


108. Utilizando la formula A 1 = cof (A) 4 / det A, calcular la inversa de las siguientes matrices: 


A = 



B = 


109. Calcular la inversa de la matriz compleja A = 


1 

2 2 


/ i 

-2 

1 

2 

-1 1 

, C 

= -2 

5 

-4 

1 

3 2 

) 

V i 

-4 

6 


( 1 

2-i 

-1 + 2* > 



= 

1 

2 

— 2 -J- i 




V 

— 2 -|- i 

2 — 2 i f 




110. Si A es una matriz cuadrada cuyos elementos de matriz son numeros enteros, encontrar una 
condicion necesaria y suficiente para que A -1 tenga esta misma propiedad. 



186 


PROBLEMAS 


111. Determinar cuales de las siguientes aplicaciones T:IR 2 — > IR 2 son lineales: 

a) T(x,y) = (y,x), b) T(x, y) = (x, 0), c) T(x,y) = (x, -y), d) T(x,y) = (x,x) 

e) T(x,y) = (x 2 ,y 2 ), f) T(x, y) = (e x , e v ), g) T(x, y) = (x + 1, y + 1), h)T(x,y) = (x, 1). 

112. Sea P el espacio vectorial de las matrices cuadradas de orden n, sea Q £ V una matriz invertible 
fija, y considerense las aplicaciones de P en P definidas por: 

A 1 (X) = QX~ 1 , A 2 (X)=XX t , A 3 = X t -QX, A 4 (X) = Q-X t . 

Decir cuales de estas aplicaciones son operadores lineales. 

113. Probar que para definir un operador lineal A basta con dar la imagen bajo A de los elementos de 
una base. Es decir: si B = {tq, . . . , v n } es una base de V\ , y {uq, . . . , w n } C V 2 , entonces existe un 
linico operador lineal A: V\ — * V 2 tal que Av-i = Wi, 1 < i < n. 

114. Sea P el espacio vectorial sobre C de todas las funciones de IR en C, y sean 

fi(t) = 1, h{t) = e lt , f 3 (t ) = e~ lt . 

(a) Probar que B = {fi,f 2 ,f 3 } es un conjunto linealmente independiente. 

(b) Si W = linR, sean gi(t) = 1, g 2 (t ) = cos t, g 3 (t) = sen t. Probar que B' = {gi,g 2 ,g 3 } es base 
de W, y lrallar la matriz del cambio de base de B a B' . 

115. Si V y W son dos espacios vectoriales de dimension finita tal que dimP > dim IP, y A: V — > W es 
un operador lineal, decir cuales de las siguientes afirmaciones son siempre ciertas: 

(a) A es biyectivo 

(b) A es no degenerado 

(c) A es sobre 

(d) A es degenerado 

116. Sea V = C„[f] el espacio vectorial de los polinomios de grado < n con coeficientes complejos, y sea 
T: V — > V la aplicacion definida por (T • p)(t) = p(t + 1). Probar que T es lineal y determinar su 
micleo e imagen. 

117. Sea V = C„[x] y T: V —> V la aplicacion dada por (T ■ p)(x) = p(x + 1) + p(x — 1) — 2 p(x). 

(a) Probar que T es lineal. 

(b) Calcular T(x p ), 0 < p < n. 

(c) Calcular ker(T) e im(T). 

(d) Sea q € im(T). Probar que existe un unico p € V tal que T(p) = q, p(0) = p'(0) = 0. 

118. Dada A £ M n ( K), sea Fa- M n { K) — > M n ( K) la aplicacion definida por 

F a (X) = [A,X], VXeM n ( K). 

Probar que F A es un operador lineal que cumple F A (XY ) = F A (X)Y + XFa(Y). 

119. Sea T:IR 3 — * IR 2 la aplicacion lineal definida por T(x i,x 2 ,x 3 ) = (x 3 + x 2 ,x 3 + 2x 3 ). Si B = 
{ui,u 2 ,u 3 } y B’ = {vi,v 2 }, donde 


«i = (1)0,— 1), u 2 = (1,1,1), u 3 = (1,0,0); v\ = (0, 1), v 2 = (1, 1), 

hallar la matriz de T respecto de estas bases. 

120. Sea A:V i — > V 2 un operador lineal, S = {vi,...,v n } C Pl, y denotemos por A(S) al conjunto 
{Av i, . . . , Av n } . ^Cuales de las afirmaciones siguientes son verdaderas? 
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(a) S linealmente dependiente =>■ A(S) linealmente dependiente 

(b) S linealmente independiente => A(S) linealmente independiente 

(c) A(S) linealmente dependiente =>■ S linealmente dependiente 

(d) A(S) linealmente independiente =>■ S linealmente independiente 

(e) A no degenerado =>• lin S y lin A(S) tienen la misma dimension 

3 3 l 1 2 M 

121. Sea T el endomorfismo de IR cuya matriz en la base canonica de IR es A = 0 1 11. 

I -1 3 4 ) 

Calcular una base de la imagen y del nucleo de T. 

122. Sea T el endomorfismo de IR 2 definido por T{x,y) = (—y,x). 

(a) Calcular la matriz de T en la base canonica de IR 2 

(b) Calcular la matriz de T en la base {(1,2), (1, —1)} 

(c) Demostrar que para cada numero real c, el operador lineal T — cl es invertible. 

123. Sea T el endomorfismo de IR 3 definido por T(x, y, z) = (3x + z, —2x + y, —x + 2 y + 4 z). 

(a) Calcular la matriz de T en la base {(1, 0, 1), (—1, 2, 1), (2, 1, 1)} 

(b) Demostrar que T no es degenerado y calcular T~ 1 (x,y,z). 

124. Si A: V — > V es un operador lineal que cumple la condition ker A = im A , ^que se puede clecir de 
A 2 ? 

125. Sea A £ M n (IK) una matriz fija. Demostrar que las aplicaciones La, Ra- AI n (l K) — > M n ( IK) 
definidas por La(X) = AX, Ra(X) = XA, MX £ M n ( IK), son lineales. Si n = 2 y 



hallar el determinante y la traza de La y Ra- 

126. Sea A:C 3 — » C 3 un operador lineal, y W = lin{(0, 1, 2), (1, — 1, 1)}. Si Aw = iw, \/w £ W, y 
(0, 1, 1) £ ker A, calcular la matriz de A respecto de la base canonica de C 3 . 

127. Si V = M n { IK) y A £ M n ( IK) es una matriz fija, sea T a el endomorfismo de V definido por 
Ta(X) = XA — AX. Demostrar, sin calcular la matriz de Ta, que det(T^) = 0 

128. Si V — C„[f] y A es el endomorfismo de V definido por (A ■ P)(t ) = P'(t + 1), VP £ V, calcular 
ker (A), im(zl), tr(A) y det(A). 

129. Se dice que una matriz A £ M n (C) es autoadjunta si y solo si A = dJ . Si H es el conjunto de todas las 
matrices autoadjuntas de M n (C), comprobar que H es un espacio vectorial real. ^Es H subespacio 
vectorial de M n ( C)? Sea B £ M n ( C) una matriz fija; probar que si definimos Tb(A) = BAB ' , 
MA £ H, entonces Tb es un endomorfismo de H. 

130. Sea V = M 2 (C), y sea T: V — > V la aplicacion definida por T(X) = X + X t , MX £ V. Calcular 
ker(T), im(T), tr(T) y det(T). 

131. Sea V el espacio lineal de las funciones continuas de [ — 7r, 7 t] en IR, y considerese el subconjunto 
W C V formado por todos los elementos f de V que verifican las condiciones 

/ 7T /»7T /»7T 

f(s)ds= / / (s) cos sds= / f(s) sen sds = 0. 

-7 T J— 7T J —71 

(a) Demostrar que W es subespacio lineal de V. 

(b) Demostrar que, si n > 2, W contiene a las funciones f n (t) = sen nt y g n (t) = cos nt. 
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(c) ^Es W espacio vectorial de dimension finita? 

(d) Sea T: V — > V la aplicacion clada por 

( T /)( i ) = / [1 + cos (t - s)]f(s)ds. 

J — 7T 

Demostrar que T es lineal. 

(e) Demostrar que im(T) es de dimension finita y lrallar una base de im(T). 

(f) Calcular el nucleo de T. 

(g) Hallar todos los escalares A € IR — {0} y todas las funciones / G V — {0} tales que T ■ f = A/. 


132. Sea V un espacio vectorial y / G End(V). Demostrar que si ker / fl im/ = {0}, entonces, \/x G V 
existe un unico vector y G ker / tal que x-t/Gim/. 


133. La matriz 


A = 


1 2 1 \ 

0-11 

1 12/ 


representa a la aplicacion lineal f:V — > W en las bases By = {ei,e2,e3} y Bw = {ui, 112 , 113 }. 
^Existe un cambio de bases en V y W tal que transforme la representation matricial A en la matriz 


A' = 


0 1 0 A 

1 0 1 ? 
-1 — 10 / 


Determinar bases del nucleo y la imagen de /. 


134. Sea f:V — » V' una aplicacion lineal entre dos espacios vectoriales de dimension finita. Sea W un 
subespacio de V tal que V = W © ker /. Demostrar que si u,v G W y u ^ v entonces f(u ) yf f(v). 

135. Definir una aplicacion lineal /: C 5 -»C 3 cuyo nucleo esta dado por las ecuaciones: 


X\ + X2 — — X4 + x$ = 0 

X2 + %3 + X4 — £5 = 0 

y su imagen es el subespacio de C 3 definido por 


y-\ = fi + X, y 2 = n - A, 2/3 = 2/x — 3A, A, p G C 
Hallar una expresion matricial de /. 

136. Si / es un endomorfismo del espacio vectorial V tal que / 2 = 0, estudiar la veracidad o falsedad de 
las siguientes proposiciones, probandolas si son ciertas o lrallando un contraejemplo si son falsas. 

(a) dim ker / = dim im /. 

(b) / es diagonalizable. 

(c) / = 0. 

(d) dimH < 2 dim ker/. 

(e) Si A es la matriz asociada a / en una cierta base, la ecuacion AX = b tiene solution si 
r(A) = dim ker / y A ■ b = 0. 

137. En IR 5 se tienen los subespacios: 

W 1 = lin{ (0,1, 1,1,0), (0,-1, 0,1,0), (0,-2, -1,0,0)} 
y W 2 definido por las ecuaciones implicitas: 


X\ — X3 = 0 , X\ + X2 - X3 + X4 — 0 
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(a) Calcular los subespacios Vi = W\ + Wi y V 2 = W\ n W 2 

(b) Calcular, si existe, un endomorfismo de IR 5 cuya imagen sea igual a V\ y cuyo nucleo sea V 2 . 

138. Hallar una base del espacio vectorial V de los polinomios con grado menor o igual que 4 que se 
anulan en x = 1. Considerese el espacio vectorial W de los polinomios de grado menor o igual que 
3 y la aplicacion D: V — > W definida por la derivada. Hallar una representation matricial de dicha 
aplicacion, su nucleo y su imagen. 

139. Sean V, W espacios vectoriales sobre un cuerpo IK, y /: V —> W, g:W — > V, aplicaciones lineales. 
Estudiar si son ciertas o falsas las siguientes equivalencias (en los dos sentidos): 

(a) im/ c ker go g o f = {0} 

(b) im / fl kcr g = {0} g o / isomorfismo 

(c) im / © ker g = W dim ker / + dim im g = dim V 

140. ( Alternativa de Fredholm) Considerese el sistema de ecuaciones lineales 

AX = B, (*) 

donde A es una matriz cuadrada. 1) Demostrar que (*) tiene solucion unica para todo valor de B 
si y solo si el sistema homogeneo AX = 0 no tiene mas solucion que la trivial. 2) Probar que si el 
sistema homogeneo tiene solucion distinta de la trivial, siempre es posible escoger B de forma que 
(*) sea incompatible. 

141. Calcular mediante el metodo de eliminacion de Gauss todas las soluciones del sistema 

-x\ + 2 x 2 — 6x3 = 0 

o 

— 4xi + 5^3 = 0 

— 3xi + 6 x 2 — 13x3 = 0 

7 8 

--xi + 2x 2 --x 3 = 0. 


142. Hallar todas las soluciones del sistema cuya matriz ampliada es 




/ 2 - 

-3 

-7 

5 2 

-2 

A ' 


1 - 

-2 

-4 

3 1 

-2 

A. 


2 

0 

-4 

2 1 

3 



^ 1 

-5 

-7 

6 2 

-7 

bye para 

los 

que el 

sistema 

lineal 



xi — 2x 2 

+ 

X 3 + 2X 4 : 

= a 



Xi + x 2 - 

- x 3 + 

X\ - 

= b 


xi + 7x 2 

- 

5x 3 - 

X\ - 

= c 


no tiene solucion. 


144. Considerese el sistema de ecuaciones cuya matriz ampliada es 


A' = 


1 -1 2 1 \ 
2 0 2 1 

1 -342 J 


^Es compatible dicho sistema? Si es asf, calcular todas sus soluciones. 
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145. Si a es un nuiriero complejo arbitrario, estudiar y resolver el sistema lineal 

x + ay + a 2 z = 0 

ax + y + az = 0 

a 2 x + ay + z = 0. 

146. Si ui es una de las raices ciibicas de la unidad (i.e. u) A = 1), resolver el sistema lineal 

x + y + z = a 
x + Loy + LU 2 z = b 
x + u> 2 y + loz = c. 

147. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales: 

X\ + X 2 + X 3 + X 4 = 0 

X2 + X 3 + X 4 + X5 = 0 

x\ + 2 x 2 + 3x3 = 2 

X 2 + 2 x 3 + 3x4 = —2 

X 3 + 2x4 + 3x$ = 2 


1 
2 

-3 

-6. 

148. Discutir y resolver los siguientes sistemas lineales: 


ax + by + z = 

1 

ax + by + 2z = 

1 

x + aby + z = 

b 

ax + (2b — 1 )y + 3z — 

1 

x + by + az = 

1 

ax + by + (b + 3)z = 

1 

ax + by + t = 

a + b 

ax + y + z + t = 

1 

bx + ay + z = 

a — b 

x + ay + z + t, = 

b 

y + az + bt = 

a 1 

x + y + az + t = 

b 2 

x + bz + at = 

a — 1 

x + y + z + at = 

b 3 . 


149. Discutir y resolver, cuando sea posible, el sistema lineal 


axi + ax 2 + • 1 

■ ■ + ax n -i + ( 3 x n 

— 

axi + 0x2 + • • 

■ ■ + / 3 x n _ 1 + ax n 

= CL n —i 

ax’i + ( 3 x 2 + ' ' 

• + OtX n —\ -\- OiX n 

= a 2 

( 3 x 1 + ax 2 + ■ ■ 

OiXfi — ]_ — \~ OiXyi 

= a x . 


XI + X2 — 3^4 — X5 =0 2 xi — X2 + X3 — X4 = 

XI — X2 + 2x3 — X4 =0 2 xi — X’2 — 3x4 = 

4 xi — 2x2 + 6x3 + 3x4 — 4x5 = 0 3 xi — X3 + X4 = 

2xi + 4x2 — 2x3 + 4x4 — 7x5 = 0 2xi + 2x2 — 2x3 + 5x4 = 


X 1 + X 2 — 3 x ’3 = — 1 

2xi + X 2 — 2 x ’3 = 1 

xi + x 2 + X 3 = 3 

XI + 2x 2 — 3 x ’3 = 1 


( 3 

150. Si A = ^ 

V., 1 

tiene solution. 


decir para que valores de B £ M 4 X i(C) el sistema lineal AX = B 


151. Estudiar segun los valores del parametro a el siguiente sistema: 

( a + l)x + y + z = a 2 + 3a 
x + (a + 1 )y + z = a 3 + 3a 2 
x + y + (a + \)z = a 4 + a 2 


Resolverlo en los casos en que sea posible. 
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152. Calcular todas las raices en C de los siguientes polinomios: 

a) x 4 — 4x 3 — 19x 2 + 46a; + 120, b ) 12a: 5 — 16a: 4 — 7x 3 — 2a; 2 — 62a; + 60, 

c) a: 5 — 10a; 4 + 29a; 3 — 10a; 2 — 62a; + 60, d) x 3 — 7a; 2 + 13a; — 3, 

e) a; 5 — 4a; 4 — 21a: 3 — a; 2 + 4a; + 21, /) a; 4 — 12a: 3 + 47a; 2 — 72x + 36, 

g) 6a: 5 - 11a: 4 - 37a; 3 - 51a: 2 - 34a; - 8, h) 72a; 5 - 228a: 4 - 22a; 3 + 177a: 2 + x - 30 


153. Calcular la multiplicidad de la rafz x = 1 de la ecuacion x 2n — nx n+1 + nx n 1 — 1 = 0. 

154. Sea / un polinomio, y supongamos que el operador lineal A es rafz de /, es decir, se cumple la 
ecuacion f(A) = 0. Probar que si A es un autovalor cualquiera de A entonces /(A) = 0. Si /i es una 
rafz cualquiera de / ^es necesariamente fi un autovalor de A? 


155. Sea V el espacio vectorial de los polinomios de grado < n, y sea A: V —> V el operador derivada, 
definido por 

dP 

A - P — MP&V. 
dt 

Hallar los autovalores y autovectores de A. 


156. Se considera el operador lineal T de IR 3 cuya matriz en la base canonica B = {61,62,63} es: 


/ a + 26 a — b — 3c a — 6 + 3c \ 
a — b + c a + 2b + c a — b —2c 
\ a — b — c a — b + 2c a + 2b — c J 


(a) Sean e\ = e\ + e 2 + e 3 , 62 = 6 \ — e 2 , 63 = e\ — 63 . Probar que B = {e\,e 2 , £ 3 } es base de IR 3 . 

(b) Calcular la matriz del operador lineal T en esta base. 

(c) Calcular los polinomios mfnimo y caracterfstico de T. 

(d) ^Para que valores de a, b, c es T diagonalizable? 

157. Sea V el espacio vectorial de todas las funciones continuas de IR en IR, y sea T: V — > V el operador 
lineal definido por 

(Tf)(t)= f f(s)ds. 

Jo 

Probar que T no tiene valores propios. 

158. Calcular los autovalores y autovectores del operador C" — > C™ cuya matriz en la base canonica de 
C” es 



159. Probar que si A: V — > V es un operador diagonalizable, entonces: 

(a) im A es la suma directa de todos los subespacios propios de A asociados a autovalores distintos 
de cero 

(b) kcr A © im A = V 

160. Demostrar que toda matriz tiene los mismos autovalores que su matriz transpuesta. Si A es un 
endomorfismo invertible, probar que A y A^ 1 tienen los mismos autovectores, y hallar la relacion 
existente entre sus autovalores. 

161. De un operador lineal .4:C 3 — » C 3 se sabe que los vectores (0, 1, 1), (1, —1, 0) y (1, 0, —1) son vectores 
propios, y que la primera columna de A en la base canonica de C 3 es (1, 2, 3)*. Determinar la matriz 
de A en la base canonica de C 3 . 
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162. Sabiendo que el endomorfismo / del espacio vectorial real de dimension finita V verifica 

/ 4 + / - l v = 0 , 

estudiar si / es un automorfismo. 

163. Sea /: P — > P un endomorfismo de P (espacio vectorial real de dimension finita), tal que para un 
cierto x g V no existe ningun vector y g P tal que f(y) — x. Demostrar que / tiene un autovalor 
igual a 0 . 


164. Sea P un C-espacio vectorial de dimension 3 y / € End(P). Se tiene una base de V, B = {mi, m 2 , u 3 } 
y se sabe que: 

f(ui) = ui- u 2 , f(u 3 ) = -Mi + m 3 . 

Calcular la imagen del vector v g P cuyas coordenadas en la base B son: (1 + v/5, 2, 0) , si el 
subespacio W = lin{;«i + U 2 — M 3 } es invariante bajo f y det / = 1. 

165. Calcular una matriz P tal que P~ l AP sea diagonal donde: 


A = 


3 0 -2 2 \ 

0 1 0 0 

4 0-31 

0 0 0 2 / 


166. Sea /: P — > P, un endomorfismo de un espacio vectorial real de dimension 3. Sea B = {iq, U 2 ,u 3 } 
una base de V. Se sabe que las ecuaciones del nucleo de / en la base B son: {aq + X 2 — x 3 = 
0 , X 2 + x 3 = 0}, y que los vectores u\ + M 2 — M 3 , 112 + u 3 son autovectores de / con autovalores 1 y 
—1 respectivamente. Calcular la matriz de / en la base B. 

167. Para cada una de las matrices siguientes: 


5 -3 2 \ 

6 -4 4 , 

4-45/ 
3-1 1-7 

9 -3 -7 -1 
0 0 4 -8 

0 0 2 -4 

3 2 1-1 

2 2 1-1 
1110 
- 1-10 0 


7 -12 6 

10 -19 10 
12 -24 13 

1 2 3 \ 

0 2 3, 

0 0 3 / 

4 10 -19 4 

16-83 
14-62 
0-1 10 


c) 


4-5 7 
1-4 9 
-4 0 5 




responder a las siguientes cuestiones: 


(a) Calcular el polinomio caracterfstico y los valores propios (suponiendo que el cuerpo de base es 
C) 

(b) Para cada valor propio, calcular los vectores propios correspondientes en C” 

(c) Encontrar, cuando exista, una base de C™ formada por vectores propios 

168. Determinar para que valores de a,b,c,d € C el operador A: C 2 — > C 2 definido por A(x, y) = (ax + 
by, cx + dy ) es diagonalizable. Considerar el mismo problema si A: IR 2 — > IR 2 . 

169. Sea V = V\ © V 3 y A = ^4i © A 2 , siendo, A. t g i(V),V)), i = 1,2. Demostrar las siguientes 
afirmaciones: 


(a) a(A) = f t(A 1 ) U a(A 2 ) 

(b) Va = ker(Ai — A JVJ © kcr (A 2 — A Iy 2 ) 
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(c) A diagonalizable =>■ A\ y A 2 son diagonalizables 

170. Sea / un endomorfismo del espacio vectorial real V definido en la base B = {iq, u 2 , u 3 , u 4 , u 3 } por 
las ecuaciones, 

f(ui) = ui + u + 2 + u 3 + w 4 + u 5 , f(u 2 ) = (m 2 , f(u 3 ) = bu 3 , /(w 4 ) = cu 4 , 

/(u 5 ) = u\ + u + 2 + u 3 + it 4 + u 5 , 

con a, b ^ 2. Estudiar su espectro. ^Es diagonalizable? ^Es invertible? 

171. Determinar si son ciertas o falsas las siguientes afirmaciones, probandolas en caso positivo o dando 
un contraejemplo en caso contrario. 

(a) Todo polinomio monico (esto es, cuyo coeficiente del termino de mayor grado es 1) es el 
polinomio caracteristico de algiin endomorfismo. 

(b) Un polinomio que solo posee rafces reales ha de ser caracteristico de un endomorfismo real. 

(c) Si pa{ A) = A" — 1 el endomorfismo es diagonalizable. 

172. Determinar si son ciertas o falsas las siguientes proposiciones {A es un endomorfismo en un espacio 
vectorial V): 

(a) Si Ai, A 2 son autovalores de A , entonces Ai + A 2 es un autovalor de A. 

(b) Si A yf 0 es un autovalor de A , entonces A no es nilpotente. 

(c) Si A es invertible y A yf 0 es un autovalor de A, entonces A -1 tambien es un autovalor de A. 

(d) Si A es un autovalor de A, entonces A" es un autovalor de A n . 

173. Sea la matriz: 


/ 0 

0 

0 

a \ 

1 

0 

0 

b 

0 

1 

0 

c 

0 

0 

1 

d ) 


Estudiar si es cierta la siguiente afirmacion: 

Va, b,c,d G IR, la matriz A tiene un autovalor con multiplicidad mayor que 1 si y solo si A no es 
diagonalizable . 

174. Sea el endomorfismo de IR 4 cuya matriz en la base canonica es: 

/ 1 — 1 0 -1 \ 

4 11-21 

A = -1 1 4 -1 

0 2 2 2 / 

(a) Calcular la forma canonica de Jordan, J, de A. 

(b) Calcular una matriz P tal que PAP _1 = J 

(c) Calcular la matriz B — A 5 — 10A 4 + AOA 3 — 80A 2 + 80^1 + 32 1. 

175. Dada la matriz: 

/ 7 -1 -1 2 \ 

4 0 4 0 

A ~ -3 1 5-2 

V -4 0 4 0 / 

(a) Calcular la forma canonica de Jordan de A y la matriz P de cambio de base ( A = PJP _1 ). 

(b) Hallar un subespacio de IR 4 invariante bajo A de dimension 2. 
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(c) ^Cual es la dimension de la imagen de la aplicacion lineal de 1R 4 en IR 4 cuya matriz es A? lY 
la del micleo? 

176. Para cada uno de los operadores lineales cuyas matrices en la base canonica de C n se dan a contin- 
uation, calcular su forma canonica de Jordan y hallar una base en la cual la matriz del operador se 
reduzca a dicha forma canonica: 


Z 1 


a) 


d) 


1 2 
Oil 
0 0 2 
\ 0 0 0 


S' 

0 
2 ) 


/ -10 -9 -3 -5 \ 


V 


4 

2 

6 


/) 


h) 


( -1 
-4 
-2 
-3 
-8 
3 

-2 

-3 

-2 


0 

-1 

-1 

-1 

-2 

1 

2 

0 

1 


0 0 


4 

-4 

-5 

-4 

0 


1 
0 
3 

-1 1 
-3 2 
-2 
-3 
-7 5 
-3 


3 
1 

2 I 

0 \ 

1 


1 1 
2 1 


1 

4 

2 

-2 


2 A 
2 \ 
-2 

-3 
-2 

1 J 


177. Se considera la matriz 


b) 


( 0 0 0 

0 0 1 


2 

0 0 
0 1 


S' 
0 0 
0 / 

0 0 



9) 


i) 


0 

5 

0 

1 0 

0 

0 

5 

0 1 

0 

0 

0 

5 0 

0 

0 

0 

0 5 

0 

0 

0 

0 0 

3 

- 

-3 

4 

9 

- 

-8 

10 

0 


0 

2 

5 

- 

-3 

2 

-5 


3 

-1 

-1 

0 

0 

0 

2 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

1 

0 

0 

1 

0 

f o 

1 

0 

1\ 

1 

0 

1 

0 

0 

1 

0 

1 

V i 

0 

1 

0/ 


0 \ 
0 
0 
1 
0 
5 / 


-1 

-1 

-1 

2 

-2 


0 
1 / 


-5 \ 
-10 
-1 
0 
0/ 


(a) Calcular el rango de A. 

(b) Calcular su polinomio caracterfstico y su polinomio mi'nimo. 

(c) Calcular una matriz regular P tal que P~ 1 AP = J a donde J a es la forma canonica de Jordan 
de A. 

178. Encontrar los valores de a, b € IR para los que es diagonalizable la siguiente matriz: 



y diagonalizarla en esos casos. 

179. Sea E = IR^a;] el espacio lineal real de los polinomios de grado menor o igual que 4 con coeficientes 
reales. Sea la aplicacion: 


tj>: E — > E 

p e- > (f>(p) = ( x 2 — A 2 )p' — 2(2x + n)p 


con A, p G IR. fijos. 

(a) Probar que 4> es una aplicacion bien definida y lineal. 

(b) Calcular la matriz de 4> en la base canonica de E. 
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(c) Calcular, cuando A = 0, los autovalores y autovectores de </>. ^Forman estos ultimos una base 
de El 

180. Calcular la exponencial, el seno y el coseno de las siguientes matrices: 


3 0 

4 3 


5 1-2 


1 0 
1 2 


3 0-3 


181. En IR 3 sean: 


1 

ui = | 0 

1 


0 

v 2 = \ 1 
2 


-1 

v-i = ( -1 
0 


(a) Sea w £ (IR 3 )* tal que u>(v i) = 1, u}{v 2 ) = — 1 y u>(v 3) = 3. Calcular u{x) para cualquier 
x e IR 3 . 

(b) Describir expllcitamente una forma lineal p £ (IR 3 )* tal que 

l*(vi) = /i{v 2) = 0, p(v 3 ) ^ 0 


(c) Sea p £ (IR 3 )* con las propiedades del apartado anterior. Probar que p{x) ^ 0 si: 


x = 


2 

3 

-1 


182. Sea B = {ei, e 2 , e 3 } la base de C 3 definida por: 


1 

ei = | 0 

-1 


1 

e 2 = | 1 
1 


e 3 = 


Hallar la base dual de B. 

183. Sea I el espacio lineal ffi,2[x] formado por todos los polinomios con coeficientes reales de grado 
menor o igual que 2. Se consideran las siguientes formas lineales en X\ 


u 1 (p)= [ p(t)dt, u 2 {p) = [ p(t)dt, oj 3 (p) = [ ; 

Jo Jo Jo 


p{t)dt 


(a) Probar que B* = es una base de £*. 

(b) Calcular una base B de que sea la base dual de B*. 

(c) Encontrar p £ X tal que: 

w 3 (p) = a, to 2 (p) = b , w 3 (p) = c 

siendo a , b , c numeros reales dados. 

184. Sea W el subespacio de IR 5 generado por los vectores: 

v\ = e\ + 2e 2 + e 3 

v 2 = e 2 + 3e3 + 3e4 + e 3 

v 3 = e\ + 4e 2 + 6e 3 + e 3 


donde {ei, . . . ,e$} es la base canonica de IR. 5 . Calcular una base del anulador de W. 
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185. Sea V un espacio de dimension finita, n, sobre C. Sean /i y v dos formas lineales no nulas sobre V. 
Supongase que no existe ningun escalar fc G C, tal que fi = ku. Probar que: 

dim(ker g fl kcr v) = n — 2 


186. Sea u> G (IR 2 )* definida por: 


x 1 . 2 
U) 2 = a l x + a 2 x 

\ X J 


Para cada uno de los siguientes operadores lineales T , calcular cr = T 4 a;: 



x 1 — x 2 \ 
x 1 + x 2 J 


187. Sea f:V x V — ► C (V espacio vectorial de dimension finita), una forma bilineal. Demostrar la 
siguiente equivalencia: 

/( x, y) = fi(x)f 2 (y) rango / = 1 
donde fi, f 2 :V — > C son dos formas lineales no nulas. 

188. Determinar cuales de las siguientes funciones /,: IR 2 x IR 2 — > IR. son formas bilineales: 

fl(u,v) = UXV2 + U 2 V!, f 2 (u,v) = U 2 - V 2 , 

fs(u,v) — a, a = constante = —2u\u 2 + ViV 2 

u = uiei + u 2 e 2 , v = v\e\ + U 2 e 2 

189. Si V es el espacio de polinomios V = { p(t ) = Po + Pit + Pit 2 , Pi G IR } , calcular la matriz de la 
forma bilineal 

g(p,q)= [ P(t)q(t)dt 

Jo 

en la base { 1, t, t 2 } iQue vale g(t 2 — 2, 2 1 + 4)? 

190. Si g(u, v ) = u\V\ — u\v 2 + 3u 2 v\ — u 2 v 2 con u = u\e\ + u 2 e 2 + v = vie± + v 2 e 2 + V 3 e 3 en la base 

B = {ei,e 2 ,e 3 } de IR 3 , hallar la matriz de g en diclra base. Calcular g(x,y) si x — 2e! x + 63 , y = 
—e' 2 + 2 e ' 3 con e\ = e± + e 2 + e ' 2 = — e 2 , e ' 3 = e\ — e, 3 . 

191. Decir cuales de las aplicaciones siguientes son formas bilineales: 

g(A,B) = tr(A t B), g(A, B) = det(AB), g(A, B) = (tr A)(tr B) 

A, B G Af 3 (IR), {A^ij = Aji 

192. Se considera el espacio IR 4 y en el la forma bilineal simetrica cuya matriz en la base canonica es: 

/ 0 1 0 1 \ 

10 10 
0 10 1 

\ 1 0 1 0 / 

Se pide: 

(a) Estudiar si es definida positiva. En caso contrario calcular el radical y la signatura. 

(b) Encontrar una base de IR 4 en la que esta forma bilineal este en su forma canonica. 

193. Calcular la matriz de g(A,B) = tr(A t JB) en la base 


Ei 1 — 


Ei 2 — 


E 01 — 


0 0 \ _ 7 0 0 

1 0 ’ Ei2 ~ 1 0 1 


con J = 


0 1 

-1 0 
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194. Determinar cuales de las siguientes formas bilineales son equivalentes en IR y en C: 


fi ( x , y ) 

1 

1 

= xiyi - -X12/3 - -X32/1 

h{x,y) 

1 

1 

= 2 XlV2 + 2 X2Vl ~ X3V 3 

h{x,y) 

1 1 

= 2 XlV2 + 2 X2Vl + X3V 3 


195. Reducir a suma de cuadrados y determinar la signatura de la forma cuadratica: q(v ) = x 2 — Axy + 
6 y 2 + 2 yz — z 2 ^Puede ser la matriz asociada a dicha forma cuadratica la matriz de un producto 
escalar en IR 3 ? 

196. Reducir a suma de cuadrados y determinar la signatura de las formas cuadraticas que en una cierta 
base B de IR 3 vienen representadas por las matrices: 

/ 1 1 2 \ / 1 ° 0 \ / 1 —2 0 \ 

«)?B= 1 3 3 U) ?B = 0 -1 2 , c) q B = -2 2 3 , 

\ 2 3 5 / y 0 2 —4 J \ 0 3-1 / 

2 -1 0 \ 

-1 2 -1 
0 - 1-2 / 

197. Calcular el rango y la signatura de la forma cuadratica en IR": 

n 

q( u ) = ^ ( * 2 + ij + j 2 )uiUj,u = u\e\ + u 2 e 2 + • • • + u n e n , n>3 

i,j = 1 

Encontrar una base en la que q sea una suma de cuadrados. 

198. Si u = (ui,u 2 ), v = (vi,v 2 ) calcular los valores de a, b, c, d, e para los que: 

(u, v ) = au\V\ + bu\v 2 + cu 2 vi + du 2 v 2 + euiu| 
es un producto escalar en IR 2 . 

199. Demostrar que la formula 

(u, V ) = lOltiUi + 3(uiV 2 + U 2 Vi) + 2 u 2 V 2 + U 2 V^ + U 3 V 2 + U 3 V 3 
define un producto escalar en IR 3 . Hallar una base ortonormal respecto a diclro producto escalar. 

200. Calcular la proyeccion ortogonal del vector de componentes (1,1,0) respecto de una base ortonormal 
de IR 3 , sobre el subespacio W de IR 3 definido por: W — {x G IR 3 | x\ + x 2 + X 3 = 0}. 

201. Si W = lin {(1, 3, 0, 2), (3,7,— 1,2), (2,4,— 1,0)} es un subespacio de IR 4 con el producto escalar 
usual, hallar una base ortonormal de W ■ L . 

202. Sea V = M„(IR). 

(a) Si B £ M n (IR) es una matriz fijada, se define: 

cob- V — > IR 

A 1 — > ujb(A) = tr(B t A) 



Probar que u>b € V* . 

(b) Demostrar que para cada u £ V*, existe alguna matriz B tal que ui = lob- 

(c) Probar que B 1 — > u>b es un isomorfismo de V en V*. 
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203. Demostrar que si W es el subespacio cle ecuaciones 

n 

aijXj = 0, i = 1, . . . , k 

3 = 1 

respecto a una base ortonormal {ei, . . . , e„}, entonces W 1 - esta generado por los vectores: 

n 

V{ — y ' dij Gj , t — 1 ) • • • 5 k 
3=1 

204. Obtener una base ortonormal en el espacio de polinomios V = {p{t) = Po + Pit + p 2 t 2 ,pi G IR} con 
el producto escalar: 

g(p,q) = J p{t)q{t)dt 

205. En IR 3 se define la forma cuadratica: Q(x 3 , X 2 , x 3 ) = 2x\ + x 2 + 4x1^2 + 2x 3 x 3 + 2 ^ 2 X 3 . 

(a) Diagonalizar la forma cuadratica. Sea p(x, y) una forma bilineal simetrica tal que tp(x, x) = 
Q(x). ^Cual es su signatura? 

(b) Escribir la matriz del cambio de base que diagonaliza tp. 

(c) Encontrar una base del conjunto {(1, 1, 1)} X . 

206. Se considera la forma cuadratica en IR 3 : Q(x) = X 1 X 2 — ^ 12 : 3 . 

(a) Estudiar si Q es definida positiva. 

(b) Calcular el radical de la forma bilineal simetrica asociada. 

(c) Diagonalizar Q usando el metodo de Lagrange y calcular su signatura. 

207. Se considera el espacio vectorial IR 3 con el producto escalar definido por: 

C x , y) = xiyi + x 2 yi + xi y 2 + 2x 2 y 2 + x 3 y 2 + x 2 y 3 + 2 x 3 y 3 

(a) Calcular una base ortonormal del subespacio: x 2 — 2x 3 = 0. 

(b) Calcular la distancia del vector (0, 1, —2) al subespacio anterior. 

(c) Estudiar si el operador dado por la siguiente expresion es simetrico: 

a; , 1 = 2 ;i, x' 2 = x 3 , x' 3 = x 2 + x 3 

208. Sea V el espacio vectorial real de los polinomios de grado menor o igual que 2 y sean a, (3 € IR. 
Dada la aplicacion q: V — > IR, definida por: 

q{p)=p{a)p{(3), pGV 

(a) Probar que q es una forma cuadratica en V. 

(b) Hallar la matriz asociada a q respecto de la base {1, ar, x 2 } y clar el rango y signatura para los 
distintos valores de a y (3. 

209. Sea V un espacio vectorial real de dimension n y p una forma bilineal simetrica de signatura ( p , q) 
con p > q > 0, p + q = n. Se dice que un vector x € V es isotropo si <p(x, x) = 0. Estudiar si son 
ciertas o falsas las siguientes afirmaciones: 

(a) En V existen vectores isotropos distintos de 0. 

(b) El conjunto de todos los vectores isotropos forma un subespacio de V. 

(c) Hay subespacios de V (distintos del trivial {0}) cuyos vectores son todos isotropos. 
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(d) La forma bilineal ip es igual a cero cuando se restringe a un subespacio formado por vectores 
isotropos. 

(e) Existen subespacios de vectores isotropos con dimension igual a q. 

210. Considerese la forma bilineal en IR 3 definida por 


<t> (x, y ) = x 3 y i + x 2 y 2 + xiy 3 + ax 3 y 3 . 


Diagonalizarla. Si a = 3 hallar sus vectores isotropos (es decir cj)(x , x) = 0). ^Forman un subespacio? 
^Existe algun a tal que 4> sea definida positiva? 


211. En el espacio vectorial IR 3 se considera la forma bilineal simetrica 4> cuya forma cuadratica asociada 
es 

q ( / > (xi,X 2 , x 3 ) = — 4xix 2 - 6x1X3 + 3x’2 + 4x2X3 + 4x3 


Comprobar, aplicando el metodo de Lagrange, que <j) define un producto escalar y hallar una base 
ortonormal respecto de este producto escalar. 


212. Sea V un espacio vectorial complejo de dimension 4, ( , ) un producto escalar en V, B — 
{ui,U 2 ,u 3 ,Ui} una base ortonormal de V y W el subespacio generado por los vectores w\,w 2 
cuyas coordenadas en la base B son (1 — i, 0, 1 + i, 0) , (1,0,0, 1) respectivamente. Sabiendo que 
wi,w 2 son autovectores de autovalor —1 de un operador autoadjunto A en V cuyo otro autovalor 
(de multiplicidad 2) es 1, calcular una base ortonormal de V formada por autovectores de A y el 
proyector ortogonal sobre el subespacio W. ^Es A unitario? 


213. Sea V un espacio vectorial complejo de dimension finita con un producto escalar y sea A: V — > V 
un operador autoadjunto. Si R = A + ily, demostrar: 

(a) \\Ru \\ 2 = \\Au\\ 2 +\\u\\ 2 ,Vu€V. 

(b) R es un operador inversible. 

(c) (A-ily)(A + ily) 1 es unitario. 

214. Sea A el operador en IR 3 con el producto escalar usual, cuya matriz asociada respecto de la base 
canonica es 



(a) Obtener una matriz ortogonal P tal que P t AP sea diagonal. 

(b) Dar la descomposicion espectral del operador A. 

215. Se considera la matriz en A4(IR 4 ): 


( -1 

0 

0 

- 1 \ 

0 

1 

3 

0 

0 

3 

1 

0 

V -1 

0 

0 

- 1 / 


(a) Sea V un espacio vectorial real dotado de un producto escalar. Si A es la matriz de un 
endomorfismo f de V en una base ortonormal B, calcular bases del niicleo y la imagen. 

(b) En la situacion descrita en a), calcular una base ortonormal de V formada por autovectores 
de /, y hallar su descomposicion espectral. Encontrar una matriz ortogonal P, tal que P l AP 
sea diagonal. 

216. Sea B = {u\,U 2 ,u 3 } una base ortonormal de IR 3 respecto al producto escalar usual ((x, y) = 
Si=i XiVi en l a base canonica). Se define un operador lineal, T, mediante: T(iti) = 5iq + 2u 2 + 
4u3, T(u 2 ) = 2ui + 8u 2 — 2u 3 , T(u 3 ) = 4ui — 2u 2 + 5u 3 . 
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(a) Encontrar una base ortonormal de JR 3 , B' = {iq, V2, V 3 }, tal que: Tv 1 = a\V\, Tv 2 = 
CL2V2, TV3 = CI 3 U 3 y calcular a\, 0,2, 03 G IR. 

(b) Calcular la descomposicion espectral de T en la base B. 

217. Diagonalizar mediante una transformacion ortogonal el operador que en una cierta base ortonormal 
B viene representado por la matriz: 

. / 2 -2 
Ab= { -2 5 

Utilizar diclra transformacion para reducir a suma de cuadrados la forma cuadratica 

q(v) = 2v\ — Av\V 2 + 5v% 

218. Sea A un operador autoadjunto en el espacio vectorial C", dotado del producto escalar usual: 

(x,y) = XiUi. Sean: u = (1, 0, . . . , 0, i), v = (1, 0, . . . , 0, 1) dos autovectores de A, con 

autovalores A, /i respectivamente. Calcular A en funcion de y,. 

219. En End(V) se define el producto escalar ( A,B ) = tr (^4*1?): 

(a) Calcular el complemento ortogonal del subespacio de los operadores simetricos f^G) 4 - 

(b) Si V = IR 3 clescribir la descomposicion End(C) = S(V) © S'(E)- 1 - 

220. Calcular, si existe, una base ortonormal de C 4 (con el producto escalar usual), en la que sea diagonal 
el operador que en la base canonica tiene como matriz: 

/ 2 -1 1 0 \ 

rji 12 0-1 

-10 2 1 

\ 0 1-1 2 / 

Calcular la descomposicion espectral de este operador. 

221. Calcular la proyeccion ortogonal del vector v = e\ + 2ez de IR 3 sobre el subespacio 

S = IE 4- , W = lin{ei — 62 } 

B = {ei, e 2 ,e 3 } es una base ortonormal de IR 3 

222. Escribir la matriz que representa una rotacion en el piano perpendicular al vector (0, 1,0). 

223. Calcular un valor de a G IR para el que la transformacion de IR 3 , representada por la siguiente 
matriz en una base ortonormal, sea una rotacion. 

/ 0 1 0 

R= 1 0 0 

\ 0 0 a 

Calcular en ese caso el eje y el angulo de rotacion. 

224. Determinar las matrices A para las que e tA es ortogonal. 

225. ^Cuantas rotaciones existen en IR 3 que lleven el vector (1, 1, 1) en el (0, 1, 1)? lY cuantas que lleven 
el vector ( 1 , 0 , 0 ) en el ( 0 , 1 , 0 )? 

226. Encontrar los valores de A G IR que hacen a las siguientes formas cuadraticas definidas positivas: 

a) + x\ + \x$ + AX1X2 — 2x±X3 — 2x2X3 

b) 2x\ + x\ + 3^3 + 2\x\X2 + 2 x\X 3 

y diagonalizar las formas definidas positivas por Gram-Schmidt. 
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227. Determinar si las aplicaciones siguientes son sesquilineales, calcular las formas hermiticas asociadas 
y diagonalizarlas: 

a) f: C 2 x€ 2 ->€ /( x, y) = Sij/i - ix 2 yi + ixiy 2 + 2x 2 y 2 

b) g:(B 3 x C 3 -> C g(x, y) = -ix x y 2 + ix 2 yi - x 3 y 3 - x 3 y 3 + x 2 y 3 + x 3 y 2 

^Son definidas positivas? En caso afirmativo diagonalizarlas usando Gram-Schmidt. 

228. Sean L\ y L 2 dos subespacios de un espacio de Hilbert de dimension finita, y dim Li < dim L 2 . 
Probar que existe en L 2 un vector no nulo ortogonal a L\. 

229. Calcular el vector del subespacio de IR 4 dado por: 

2x 3 x 2 x 3 3x4 — 0*1 

3 xi ■ 2 x 2 2x3 S - ^4 — 0 / 

Xi -t~ 2 x 2 2x 3 — 9x4 — 0 J 

que mas se aproxima (en el sentido de la norma que deriva del producto escalar usual de IR 4 ) al 
vector (7, —4, —1,2). 

230. Sea {ui,u 2 } una base ortonormal del piano y la matriz de la aplicacion lineal <f> en la base {rq = 
Mi, v 2 = u\ + u 2 }: 



Calcular la matriz de </>* en la base {mi,M 2 }. 

231. Sea ( E , ( , )) un espacio euclidiano, x,y G E dos vectores no nulos. Estudiar si son equivalentes las 
siguientes afirmaciones: 

a) x i y, b) || x + Ay|| > ||x||, VA € IR. 

232. Sea (E,( , )) un espacio euclidiano de dimension 4, y B = {ei, e 2 , e 3 , 64 } una base ortonormal. 
Describir todos los operadores ortogonales cuya matriz en la base B es cuasitriangular superior. 

233. Sea ( E , ( , )) un espacio euclidiano de dimension finita y A un operador lineal simetrico en E. 
Probar que si A k = I para algun entero positivo fc, entonces A 2 = I . 

234. Sea (E,( , )) un espacio euclidiano de dimension n >2 y sean v,w dos vectores no nulos. Sea 
q: E — > IR la forma cuadratica definida por: 


q(x) = (v,w) (x, x) — ( v , x) (w, x) 


235 . 


(a) Calcular la forma bilineal simetrica f q :ExE—+ IR tal que: q(x) = f q (x, x) 

(b) Calcular el operador lineal simetrico A q : E — > E tal que: q(x) = (x,A q x). 

(c) Suponiendo que (v,w) = 0, calcular ker A q . 

Se considera el operador simetrico T : IR 4 — > IR 4 (dotamos a IR 4 del producto escalar usual) cuya 
matriz en la base canonica es: 


(l 1 1 1 \ 

1 1 - 1-1 
1-1 1-1 
V 1 -1 -1 1 / 


Calcular una base ortonormal de IR 4 formada por vectores propios de T y encontrar una matriz 
ortogonal P tal que P t AP sea diagonal. 
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236. Sea E un espacio vectorial complejo de dimension finita n y ( , ) un producto escalar en E. Sea 
A: E — > E un operador autoadjunto con valores propios Ai > ... > A„. Considerese un vector 
x £ E unitario. Probar que: 

A „ < (x, Ax) < Ai 

y deducir que: 


(x, Ax) = Ai •<=>■ Ax = Aix 
(x, Ax) = A n •<=>■ Ax = A n x 

Si T: E — > E es un operador lineal, probar que T + T es autoadjunto y positivo: 

(x, T + Tx) > 0, Viefi 

237. Se considera la matriz real simetrica: 



Calcular la descomposicion espectral de A. 

238. La siguiente matriz representa una rotacion en IR 3 : 


1 


1 —4 


- —4 4 —7 

9 ' 18 4 

Calcular la direction del eje de rotacion y el angulo de giro. 

239. Calcular una matriz ortogonal P £ Ms(EV), tal que P t AP sea diagonal, siendo: 



240. Se considera la matriz: 


A = 


2 2 
2 -4 


2 -4 


(a) Si A es la matriz de un operador lineal en IR 3 respecto a una base ortonormal, ^de que tipo 
es ese operador? 

(b) Calcular una matriz ortogonal P tal que P t AP sea diagonal. 

(c) Descomponer A como combination lineal de proyectores ortogonales (descomposicion espec- 
tral) . 

241. Calcular una matriz ortogonal P tal que P l AP sea diagonal, donde: 


A = 


y calcular la descomposicion espectral de A. 

242. Sea /: IR 3 x IR 3 — » IR, la forma bilineal simetrica cuyas ecuaciones referidas a la base canonica de 



IR 3 son: 


1 -1 


0 


f(x,y)=x t -1 


2 -1 


0 -1 
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(a) Comprobar que / es clefinida positiva. Tomese / como un producto escalar en IR 3 y calculese 
una base ortonormal de IR 3 respecto a este producto escalar, aplicando el procedimiento de 
Gram-Sclrmidt a la base canonica de IR 3 . 

(b) Se considera la transformacion lineal T : IR 3 — > IR. 3 dada por sus ecuaciones en la base canonica: 

3 0 -2\ 

2-1 0 J x 

0 0 1 / 



Comprobar que T es un operador simetrico en el espacio euclidiano (IR 3 , /). 

(c) Calcular la descomposicion espectral de T que debera expresarse en la base canonica de IR 3 . 

243. Se considera la matriz simetrica: 

/ 3 2 4 
A= 2 0 2 
\ 4 2 3 

Calcular la descomposicion espectral de esta matriz (se considera que A es la matriz en la base 
canonica de un operador simetrico de IR 3 con el producto escalar usual) . 

244. Dada la matriz: 

/ 0 1 -2 
A=\ -1 0 -1 
\ 2 1 0 

(a) Probar que es normal y calcular su espectro. 

(b) Encontrar una matriz unitaria U, tal que U AU + sea diagonal. 

245. Sea el operador cuya matriz en la base canonica de (D 3 , con el producto escalar usual, es: 


j S M 3 (C) 


A = 


1 0 -1 \ 
0 2 0 
-10 l ) 


(a) Calcular una base ortonormal de autovectores. 

(b) Calcular la descomposicion espectral. 

(c) Encontrar la distancia del vector x = (1, 0, i) al subespacio lineal correspondiente al autovalor 
maximo. 

(d) Calcular e A . 

246. Sea V un espacio vectorial real de dimension 2, dotado de un producto escalar, y sea B = {'«i , u 2 } 
una base de V. Sea A un operador simetrico en V respecto a ese producto escalar, tal que: 
Au\ = 2 ui + 2 m 2 , Au 2 = U\ — 2u 2 . Sabiendo que los vectores u-\ y u 2 tienen norma igual a 1, 
calcular el producto escalar de U\ por u 2 . 

247. Sea el operador cuya matriz en la base canonica de C 3 (con el producto escalar usual) es A = 
1 i 1 

-too 

10 0 

(a) Decir que tipo de operador es. 

(b) Calcular los autovalores. 

(c) Hallar, si existe, una base ortonormal de autovectores. 

(d) Calcular la descomposicion espectral. 

(e) Calcular cos(7rA). 
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248. Probar que el tensor aSi k 5ji + bSuSjk + cSijdki es invariante bajo transformaciones ortogonales. 

249. Las componentes de un tensor 3 veces covariante referidas a una base ortonormal de IR 2 son todas 
1. Calcular las componentes referidas a la base ortonormal girada 90° respecto a la primera. 

250. Demostrar las siguientes relaciones en IR 3 : 


kii l m i k 

e J £jlmXi.y Z = X ZiU 


x UiZ 




iimXjVkX y m = XiX l yjy 3 - ( x i y i y 


251. Dados los vectores x e y en IR 3 , escribir las componentes de (x A y)i = tij k x^y k y decir si es tensor 
y de que tipo. 

252. Dados x e y, vectores de IR 2 definidos por x 1 = 1, x 2 = —1, y 1 = 0 e y 2 = 2 y el tensor metrico: 
gn = 1, #12 = 521 = 1/2 , 522 = 2, hallar: (a) x L x i , (b) y l yi y (c) y l Xi. 

253. Sean v y w dos vectores de IR n de norma unidad y ortogonales entre si. Hallar el valor del escalar: 

eij k S kl viv j w l + v k 6 k iw l + S tj SjiV k 5 k iv l 


254. Se consideran las matrices 7^ € y = 0,1, 2, 3, que verifican: 7^7^ + 7^71* = 2 5^/4. 

Supongamos que 7 M son las componentes de un tensor de tipo (1,0) y 5 las de un tensor invariante 
de tipo (2,0), con valores: 5 00 = — 5 11 = —g 22 = — 5 33 = 1, g^ v = 0, /j / v. Calcular el niimero 
de componentes linealmente independientes (en el espacio A44(C)) de los tensores: 7^7", 7 M 7 I/ 7 P , 

255. Sea V un espacio vectorial y los tensores T^ v , 5 M „, donde es simetrico y 5 ^ define un 
producto escalar en V . Construir el escalar mas general que se puede formar con los tensores A ^ y 

mediante una combinacion lineal de productos tensoriales lrasta orden 3 y contracciones. 

256. En el espacio A4„(C) se considera el conjunto de matrices linealmente independientes, {X\, • • • , X r }, 
que generan un subespacio W. Supongamos que el conmutador de dos matrices de W es una matriz 
de W, es decir: 

[X i , Xj ] — Cij k X k , i , j , k — 1, ■ ■ ■ , r 

Demostrar que Cij k es un tensor bajo transformaciones asociadas a cambios de base en W. ^De que 
tipo? 

257. Sea A^ u un tensor simetrico en el espacio IR 3 con tensor metrico g^ u . Sean A;, i = 1,2,3 los 
autovalores de A^„. Demostrar que: 

33 3 

i = 1 2=1 2=1 


258. Sea V un IR-espacio vectorial con producto escalar y B = {ui,U 2 ,u 3 } una base de V, con tensor 
metrico: 511 = 3, g 22 = 2, 533 = 1, 512 = 521 = 1, 513 = ff3i = 1, 923 = 932 = 0. 

(a) Dado un vector x cuyas coordenadas covariantes son xi = x 2 = X3 = 1, hallar sus coordenadas 
contravariantes. Si y = tq + u 2 + U3, ^cuales son sus coordenadas covariantes? 

(b) Sea el tensor A una vez contravariante y 2 veces covariante cuyas componentes referidas a B 
son: 

A 1 j k = S l jX k + S l k Xj 

Calcular A ljk yiyjy k . 

259. Considerese el espacio IR 3 y un tensor metrico que en cierta base B viene determinado por 511 = 
522 = —533 = 1, 9 ij = 0 si i ^ j. Sean los siguientes tensores definidos por sus coordenadas: 

1 1 2 o 3 o 1 1 2 3 3 3 1 1 2 2 r, 

x = 1, x =2, x =3; a 1 = a 3 — a 1 =a 1 = a 2 = a 3 = l, a 2 = a 2 = a 3 = Z 

Calcular: a) XiX 1 . b) a^x^Xj. c) a^aij. d) e i: > k aijX k . 
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260. Las componentes de un tensor 3 veces covariante referidas a una base ortonormal de IR 3 son todas 
iguales a 1. Hallar sus componentes referidas a la base que resulta al girar la base dada un angulo 
de 7t/4 respecto del primer eje. 

261. En el espacio IR 2 se considera el producto escalar cuya matriz respecto a una base B = {ui, u 2 } es: 

4 2 
2 2 

(a) Hallar las coordenadas contravariantes y covariantes del vector 2ui + u 2 en la base B' = 
{ui + 2 u 2 ,ui — u 2 }. 

(b) Estudiar si son ciertas las siguientes igualdades: 

i. (ui + u 2 ) ® (2wi — u 2 ) + (ui + 2u 2 ) ® u 2 = (2ui + u 2 ) ® U\ + u 2 (g) (ui + u 2 ) 

ii. (ui — u 2 ) ® ( u\ + u 2 ) = (ui + u 2 ) ® ( u\ - u 2 ) 

(c) Dados los tensores cuyas componentes referidas a la base B son: =i(2 — k), Sj k = (i + l)j, 

hallar las componentes respecto de B' del tensor cuyas componentes respecto de B son: r l k s^. 
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Soluciones 


Las soluciones que aqui aparecen son simplemente resultados numericos de los problemas o bien indica- 
ciones escuetas de como resolverlos. 

1. Todas son ciertas. 

2. La inclusion f(A fl B) C f(A) fl f(B) es siempre cierta. 

3. 1) Si; 2) No; 3) Si; 4) Si; 5) No; 6) Si; 7) Si; 8) No; 9) No; 10) No. 

4. La imagen inversa de un subconjunto se puede definir aunque no exista la aplicacion inversa. 

5. La aplicacion a que verifica a o h = lx, no es unica. 

6. a) Si; b) Si; c) Si; d) Si. 

7. La condition necesaria y suficiente es: a) E = A U B. b) A fl B = 0 

8. No es una relation de equivalencia en E , pero si lo es en E — {O}. Las clases de equivalencia en 

este segundo caso son las rectas que pasan por el origen (sin el origen). 

9. El primer caso es una relation de equivalencia. Las clases son hiper bolas equilateras con asintotas 
en los ejes. En el segundo caso no se trata de una relation de equivalencia. 

10. La aplicacion / es constante sobre los elementos de una clase. 

11. El elemento neutro es (1,0). El elemento inverso de (a,x) es (a -1 , — xa _1 ). B es subgrupo conmu- 
tativo de A. 

12. A 4 tiene 12 elementos. El linico subgrupo de orden 12 es A 4 . Solo hay un subgrupo de orden 4 
(e es el elemento neutro): {e, (12)(34), (13)(24), (14) (23) }. De orden 3 hay los siguientes (que son 
isomorfos): {e, (123), (132)}, {e, (124), (142)}, {e, (134), (143)}, {e, (234), (243)}. 

De orden 2 (isomorfos): {e, (12)(34)}, {e, (13)(24)}, {e, (14)(23)}. De orden 1 solo hay un sub- 
grupo: {e} 

13. / es un homomorfismo: a n+m = a n a m . El micleo de / son los multiplos de 5. La imagen es el 
grupo G 5. El grupo cociente, 2/ker / esta formado por los numeros congruentes modulo 5. 

14. El elemento neutro es /o y el inverso de f a es /_„ 

15. El grupo del tetraedro T es isomorfo al grupo de alternations A 4 . 

16. El isomorfismo hace corresponder a la matriz dada por a, b el numero complejo z = a + ib. 

17. Solo hay dos grupos no isomorfos de orden 4 y son abelianos (el grupo de Klein (con a 2 — b 2 = e) 
y el ciclico de orden 4): G 4 = {e,a,b,ab}, G 2 = {e, r, r 2 ,r 3 }. 

18. No es un subgrupo normal. El conjunto cociente grupo/ subgrupo (definidos en el problema) no es 
un grupo. 

19. a) Son abelianos (orden 4). b) Si. /(a) = f(b) = /(c) = /(d) = x. c) No. 
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20. Z 8 : {0},{0,4},{0,2,4,6},Z 8 . Z 6 : {0}, {0, 3}, {0, 2, 4}, Z 6 . 

/( 0) = 0, /( 1) = 3, /( 2) = 0, /( 3) = 3, /(4) = 0, /(5) = 3, /( 6) = 0, /(7) = 3. No. 

21. [1], [3]. 

22. No. f([2n]) = [3n], Vn G IN. 

23. Elemento neutro: ([1], [0]). Si q tiene inverso: ([2], [3]) _1 = (q _1 [2], < 7 — 1 [3]). 

24. Las clases se pueden caracterizar por el valor que toma el polinomio en a G IR). 

25. a) R = {[0], [2], [4], [6]} es un ideal de Zg. b) No. 

26. El cuerpo de los numeros racionales solo tiene el automorfismo identidad. El cuerpo tiene dos 
automorfismos: la identidad y ip(a + by/ 2) = a — by/2 

27. Se trata de una representation matricial de los cuaterniones. 

28. Se supone que los ideales no contienen a la unidad (pues si no, son triviales). 

29. Es un anillo con las operaciones dadas. 

30. Los divisores de cero son: {[2], [4], [6]} y los elementos invertibles: {[1], [3], [5], [7]}. 

31. Si un elemento tiene inverso y esta en un ideal, este es igual al anillo. 

32. En un cuerpo no hay ideales propios. 

33. Suponer que la recta es el eje real. 

34. 

1 1 + i — 1 + * — 1 — i . 1 —i 

’ *’ ~W' ’ ~W' vf 

35. cos bx = cos 5 x — 10 cos 3 x sen 2 x + 5 cos x sen 4 x, sen 5x = 5 cos 4 x sen x — 10 cos 2 x sen 3 x + sen 5 x. 

36. Si p(z) tiene todos los coeficientes reales: p(z) = p(z). 

37. zp(z) = z n +p(z) — 1 => (z — l)p(z) = z n — 1. Si zff = 1 y zq 1, entonces p(zo) = 0 

38. Rafces primitivas: (l±*v / 3)/2 

39. P(x) = (x- l) 5 = (x- \) 2 {x - e 2 ^ 5 ) 2 {x - e 47vi / 5 ) 2 {x - e 6m / 5 ) 2 (x - e 8 ™/ 5 ) 2 

40. La envoi vente lineal de S es la intersection de todos los subespacios que contienen a S. 

41. Usar para la suma la definition: U + V = {x + y \ x £ U,y £ V}. 

42. Si x £ lin{iq, . . . , v r }, x = J2i=i ^ i v i ■ Como v r = Y/i=i V-Wh x e • • • , iV- 1 } 

43. a) Si; b) No; c) No; d) No. 

44. W\ no; W -2 no; W 3 si; W 4 no; W 5 si. 

45. a) Si; b) Si; c) No; d) Si; e) No; f) Si. 

46. V = lin(V-W). 

47. Usando la formula: dim + dimlE 2 = dim(lEi + W/) + dimfl'Ei fl W 2 ). 

48. La igualdad C(IR, IR) = V © T es consecuencia de la identidad: 
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49. La igualdad V = U © W es consecuencia de la identidad: 

,, , / > b- a b + a\ ( b — a b + a\ 

fM = (/M + 


donde: a = /(l) y b = /(- 1 ). 

50. Estudiar el rango de la matriz A , cuyas columnas son las coordenadas de los vectores iq en la base 
B , y emplear el isomorfismo entre V y IK". 

51. W\ fl W 2 = lin{(— 2 , —5, 2 , 1 )}. 

52. Los dos primeros, no. El tercero, si. 

53. Base de IE: {2, 0, 5, 3), (0, 1, 3, 1)}. Una base de un complementary es: {1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0)} 

54. Si: l.i. ; S 2 : l.d.; S 3 : l.i.; S 4 : l.i.; S 5 : l.d.; 

55. a = 8, b = 9. Base de W: { pi(x),p 2 (x )}, y las coordenadas son: p 4 (x) (1,0), p 2 (x) — » 

(0,1), p 3 ( x ) (5,-2). 


56. Si es Li. y S 2 es l.d. 

57. Los tres primeros vectores forman una base de C 3 . 


58. Derivando n — 1 veces en X )” =1 Vi eXiZ — 0 se obtienen las n ecuaciones: 5Z"=i ^iAi eXiZ — con 


exp {z E A i) det 

i=i 


ecuaciones 

en Hi, con 

( 1 • 

.. 1 \ 

A! .. 

, . A n 

Ur 1 

•• AS " 1 ) 


que es el determinante de Vandermonde igual a (salvo un factor no nulo): 


n.(* - a j) ° 

i<j 


Para la segunda parte se usan las identidades: 

cos 2 = \ ( e iz + e~ iz ), sen z = ( e lz - e~ iz ) 

2 2 1 


59. 



0 1 \ . / 33 -33 9 \ 

0 3 , b) P = — 2 13 6 

32/ y 7 23 6 / 


60. 

n n 

p{x ) = ^ diX 1 = ^2 A i(x + a) 1 

i—0 i—0 

luego A i son los coeficientes del desarrollo de Taylor en x = —a: A*, = p^ l \—a)/k\ 

61. El grado de p(x) debe ser igual a n. 

62. Wi © W 2 , W 2 © W 3 , W 3 © Wi son sumas directas, pero W\ + W 2 + IU 3 no es suma directa. 
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63. Por induccion. Para n = 2 ya esta demostrado. Si es cierto para n — 1, para n basta escribir: 

Wl + ■ ■ ■ + W n = (W! + w 2 ) + w 3 - ■ ■ + w n 

y aplicar la lripotesis de induccion y la formula para el caso n = 2. En el caso de suma directa, 
todas las intersecciones de la expresion anterior son iguales a cero. 

64. Si son complement arios: U fl W = {0} y la suma de dimensiones es n. 

65. La suma no es directa para a = —9/5 y b = —2/5. 

66. Base de U: {pi(x),p 3 (x)}. Base de IP: {qi(x) , q 2 {x)} 

Base del/ flip {3p 3 {x) — pi{x)} . Basede[/ + PP: {pi(x) , p 3 (x) , q 2 {x)} 

67. La unica inclusion que es siempre cierta es: (W\ fl W 3 ) + (W 2 H W 3 ) C {W\ + W 2 ) fl W 3 . 

68. m = —2, n= 1. V 2 = lin({(l, 0,0,0), (0, 1,0,0)}. 

69. La dimension de cualquier interseccion de la formula es 0. Entonces: 3 < 1 + 1 + 2. 

70. dim Wr n W 2 = 1 => dim (Ip + W 2 ) = 4 => VP + W 2 = V 

71. 

dim U = 3, B v = {(1, 0, 0, 0, -1), (0, 1, 0, 4, -1), (0, 0, 1, 3, -1)} 
dim V = 2, B v = {(1, -1, 2, 0, 0), (1, 0, 1, 0, 1)}, dim U n V = 1, B unv = {(1, -3, 4, 0, -2)} 
dim U+ V = 4, Bu+v = {(1,0, 0,0, —1), (0, 1,0, 4,-1), (0, 0, 1,3, —1), (1, —1,2, 0, 0)} 

72. a = 0 

73. Si. B = {(a; — 1), (x — l)x, ( x — l)x 2 , . . . , (x — l)®" -1 } 

74. a) Falsa, b) Verdadera. c) Falsa. 

75. dim(Vi x V 2 ) = dim(Li) + dim(V 2 ). Para la segunda parte se usa la definicion de suma directa. 

76. dimL = 2. Ecuaciones parametricas: X\ = A, x 2 = (2 + i)A + 3/r, x 3 = (2 — i)\ + p, X 4 = —i A + 4/r. 
Ecuaciones implicitas: (—7 + 4i)xi — x 2 + 3x 3 = 0, (—12 + 3i)xi + 4^3 — X 4 = 0. Base del espacio 
cociente: {(1, 0, 0, 0) + L , (0, 1, 0, 0) + L} 

77. x 2 =x 5 = 0. w 1 nw 2 = linjui + v 3 + iq}, Wi n W 3 = {0} w 2 nw 3 = {o}, w 1 nw 2 nw 3 = {0}. 
No es suma directa. 

78. Base de V: {u 2 ,u 3 ,U4,u 3 }. base de W: {u 4 ,us} 

79. Sustituir t por A en la expresion del polinomio. 

80. tr A = tr[B, C] = tr (BC — CB) = tr BC — tr CB = tr BC — tr BC = 0. No: tr il = ni. 

81. Usando induccion se prueba que: A n = nA — (n — 1)1. Por tanto, 

A 100 = ( 1 ° ^ 

V -100 1 ) 

82. 

, tin ^ n(n — 1) \ 

A n = I + nN + ^n(n-l)N 2 = 01 n\, N = A- I 

2 \ 0 0 1 ) 

83. Basta lracer la conmutacion con los elementos de la base canonica Eq- . 
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84. A 2 = ABAB = ABB = AB = A, B 2 — BABA = BA 2 = B. Solo son invertibles si son iguales a 
la identidad. 

85. Se tiene: M(A)M(A / ) = M( A + A'). El inverso de M(A) es M(— A). 

86. Escribiendo la ecuacion All? = / como un sistema lineal, o considerando que cualquier matriz 
cuadrada con determinante distinto de cero tiene inversa. 


87. (— l)"!" -1 )/ 2 


88. Desarrollar por la primera columna todas las matrices que van apareciendo. Para matrices trian- 
gulares inferiores utilizar la transpuesta. 

89. En el primer caso, por induccion en el orden de A. En el segundo caso, usar: 


y probar que: 


C A 
B 0 


det 


A C 
0 B 


0 In 

Irr, 0 


0 In 

Irr, 0 


= (“I)' 


90. 


det A det B = det 


( 0 B ) = <let ( AB o) = (-ir 2+ ”det(ALl?) = det(AB) 


91. D\ = (x — a) n (x + (n - l)a), D 2 = a n 1 (a + ^"=i x *)- 

92. Haciendo ceros en la primera columna (desde la fila 2 hasta la ultima, restando de cada fila la 
anterior multiplicada por aq) se demuestra que: W[x i, . . . ,x n \ = rii<i( x i — Xi)W[x 2 , • • ■ , x n ]. Con 
esta recurrencia se prueba que: W[x i, . . . ,x n \ = ri;<i( x i — x j) 

93. det(A) = —8, det (2?) = (a — b)(a — c)(a — d)(b— c)(b — d)(c— d)(a + b+c+d), det(C) = (a 2 — b 2 ) 4 . 

94. A n = 0, n > 3, A 2 = (aq - x 2 )(y 2 - yi). 

95. det(A) = det(A 4 ) = det(— A) = (— l) n det(A), luego det(A) = 0 si n es impar (y 2^ 0). 


96. (det A) (det A + ) = (det A) (det A) = | det Al| 2 = det / = 1 => | det A\ = 1. 

97. Usar para a) y b) las siguientes igualdades: 


I A~ X B 
0 I 


A 

B ^ 

| ( A 


0 

C 

D J 

I V c 

D — 

CA 

A 

B N 


BD~ 

_1 ^ 

C 

D , 

I V 0 

I 



A — BD~ 1 C 0 
C D 


98. 1) a = —20 => r(A) = 3, a ^ - 20 =A r(A) =4. 2) a = 3 r(A) = 2, a^3=t r{A) = 4 

99. a = 1, b = 7 => r{A) = 3. 

100. r{A) = 2. 

101. r{B) = dim(lin{l?i, . . . , B m }), r(AB) = dim(lin{ABi, . . . , AB m }) => r(AB) < r(B). De forma 
similar (usando transpuestas, por ejemplo) se prueba: r{AB ) < r{A). 
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102. Si r(A) = 0 (suponiendo que la primera fila es no nula; en el caso en que todas lo sean la igualdad 
es evidente): 


1 «11 

O'in y 


( a 11 

■ ■ q>i n y 


( 1 \ 

«21 

&2n 

— 

A20h 

n 

— 

A 2 

\ a„ 1 • 

^nn / 


\ A n an 

■ • A n ai n J 


\ A„ / 


La implicacion en sentido contrario es consecuencia de un problema anterior: 

r(RS) < min (r(R),r(S)) < 1 


103. a) r(AB) < min(r(A),r(.B)) <n <m. Pero, r(I m ) = to. 

b) AB = I m => ABi — a, i = 1, ... to. Si r(A) = m entonces r(A|ej) = to para cualquier i, luego 
el sistema es compatible y como n < to, es indeterminado y hay infinitas soluciones. Si r(A ) < to, 
r{AB) < to, luego no puede ser igual a I m . 

104. det(A) = —9. 

105. cof(AA) = A™ -1 cof A, det(cof A) = (det A)” -1 , cof(cof A) = (det A) n_2 A, cof (AB) = cof A cof B. 


106. a,ij = j + n(i — 1). El rango es 2 (restar a cada fila la anterior). 

107. No existe inversa de A. 


B- 1 = 


1 

8 


8 

-6 

-3 



/ 

5 

-4 

-1 



10 

OO 

1 

CO 

1 

9 


11 

—9 

—4 

10 

V 

9 

— 7 

CO 

1 

8 J 


108. 


109. 


A -1 = 


-1 

5 

-3 


2 

-8 

5 



B- 1 = 


1 

3 


-5 

-3 

7 


2 

0 

-1 



c- 1 


14 8 3 \ 
8 5 2 
3 2 1/ 


A~ 1 


— i 1 + 2i i \ 

1 -i l- i \ 

1 0 1 / 


110. Sea A con elementos en 1L. Si det A = ±1, la inversa tiene elementos enteros. Si A y A -1 tienen 
elementos enteros, los dos determinantes son enteros. Como uno es el inverso del otro y en Z las 
linicas unidades (elementos con inverso) son 1 ,- 1 , el determinante es ± 1 . 


111. a) Si. b) Si. c) Si. d) Si. e) No. f) No. g) No. h) No. 


112. 1) No. 2) No. 3) Si. 4) No. 

113. Se define, si x = Y27=i x i v i £ hi; el operador A como: Ax = Y7d=i x i w i’ 0 116 verifica: Avi = Wi y 
es lineal. Ademas, es rinico (al ser B una base de Vi). 

114. a) Ai + \ 2 e lt + \ 3 e~ lt = 0 implica Ai = A 2 = A 3 = 0, por ejemplo derivando y poniendo t — 0. 
b) Que B' es otra base se prueba como antes. La matriz de cambio es: 


P = 


10 0 
Oil 

0 i — i 
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115. a) No. b) No. c) No d) Si. (no degenerado=inyectivo) . 

116. T es claramente lineal. Ademas es biyectiva: kerT = {0} e im T = C„ [t ] . 

117. a) T es lineal. 

b) T(x 2m ) = 2 E™- 1 ( 2 ™)x 2k , T(x 2m+1 ) = 2 ETJo 1 ( K)* 2fc+1 

c) kerT = <Di[t], imT = C n _ 2 [i] 

d) Si Tp(t) = q(t), entonces p(t) = p(t) — p'(0)t — p( 0) verifica: Tp(t) = q(t) y p'( 0) = p( 0) = 0. 
Ademas, p es unico con estas propiedades. 

118. F a es lineal. F A {XY) = [A, XY] = X[A,Y } + [A,X]Y. 

119. A! = QAP- 1 con: 


!=( 

f 0 

;) 

, p- 1 = I 

1 

0 

l 

l 


v 1 

1 ) 


l -i 

l 


A! 


-2 1 0 A 
12 1 J 


120. a) Si. b) No. c) No. d) Si. e) Si. 

121. kerT = lin{(l, — 1, 1)}, imT = lin{(l,0, -1), (2, 1,3)}. 

122 . 

•>'-(! 

c) det T = 1 + c 2 ^ 0, Vc G IR. 

123. a) 


- ( 

1 

;) 

, r = l -( 

-1 

\ ) 

3 \ 

2 

-i ) 

3 \ 

-5 

1 J 



P =-I 


1 3-5 

1 -1 -1 


r = - 


-2 -2 2 

/ \ 

b)det T = 9, T^ 1 {x, y, z) = (1/9) (4x + 2y — z, 8x + 13 y — 2 z, —3x — 6y + 

124. A 2 = 0, pues si x G V, Ax G imk = ker A => A{Ax) = 0. 

125. det L a = det R A = 4, tr L A = tr R A — 2. 

126. 

A! = PAP' 1 = 


17 

35 

22 

-3 

15 

-6 

-2 

-14 

0 

- 3^). 





i 0 0 \ / 0 

0 * 0 1 

0 0 0 / V 2 


1 0 

-1 1 

1 1 


l 

-3i 
-3 i 


0 0 


—2 i 2 i 


127. T a (A) — 0 luego T A no es inyectiva y su determinate es cero. 

128. A es la composicion de la aplicacion de un problema anterior y de la derivada: A = D o T. 
det A = 0, tr A = 0. 


129. ( A + B )t = A' + B\ (AA)t = A At, A G IR. No es un subespacio de M n { C). T B es lineal y: 
(BAB*) t = S At fit = bAB^. 

130. kerT son las matrices antisimetricas. imT son las matrices simetricas. Para n — 2, trT = 
6, det T = 0. 
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131. a) W es un subespacio lineal (de dimension infinita). 

b) 

r n 

cos nsds = / cos ns cos sds = 


J cos nsds = j 


/ TV pTT 

sen nsds = / 

- 7 r J —it 


sen nsds = / sen ns cos s ds = 


/: 


/: 


cos ?zs sen s ds = 


sen ns sen sds = 0 . 


cuando n > 2. c) No, por el apartado b). d) La integral es lineal, e) Desarrollando el integrando: 

imT = lin{l, cost, sent}, dim(imT) = 3. f) kerT = W. g) A = 27 t, /(t) = 1, A = n, f(t) = 

ai cos t + a 2 sen t 

132. En este caso V es suma directa del niicleo y la imagen de /. 

133. No. r(A) = 2 ^ r(A') = 3. S ker / = {-3ei + e 2 + e 3 }, S im / = {«i + u 3 , 2ui - u 2 + m 3 }. 

134. F = ker / ® W => ker / n W = {0}. 

135. En las bases: 


■AD 5 



f -2 \ 


( ° ^ 


( 0 ^ 


( 1 ^ 


fo\ 



1 


0 


0 


0 


1 


Ui = 

0 

, u 2 = 

1 

, u 3 = 

0 

, u 4 = 

0 

., u 5 = 

0 



0 


0 


1 


0 


0 





V 1 ) 


^ 1 ) 


) 


) 

> 


1 

%3 = { Vi = | 1 | , V 2 = | -1 


1 

v-i = ( o 
0 


-3 

0 0 0 1 0 

M(f, 6^,5, = I 0 0 0 0 1 

0 0 0 0 0 

136. a) Falso. b) Falso. c) Falso. d) Cierto. e) Cierto. 

137. B Wl+W2 = {( 0 , 2 , 1 , 0 , 0 ), ( 0 , 1 , 0 , - 1 , 0 ), ( 1 , 0 , 1 , 0 , 0 ), ( 0 , 0 , 0 , 0 , 1 )}. B Wl nw 2 = {(0, 1, 0 , - 1 , 0 )}. 

/0 0 1 0 0 \ 

2 10 10 * 

A= 10100 
0 - 10-10 
\0 0 0 0 \) 


138. Base: {a: — 1, (x — l) 2 , (. x — l) 3 , (x — l) 4 }- Matriz: 

/ 1-2 3 -4 \ 

0 2 -6 12 

0 0 3 -12 

\ 0 0 0 4 

ker D = {0}, imd = W . 

139. a) Cierta en los dos sentidos. b) Falsa hacia la dereclra y cierta lracia la izquierda. c) Cierta hacia 
la dereclra y falsa hacia la izquierda. 

140. Si AX = 0 solo tiene la solucion trivial, A (como transformacion lineal) es un isomorfismo, y 
AX = B tiene solucion unica. Similar en el sentido opuesto. Si AX = 0 tiene soluciones distintas 
de la trivial, A no es sobreyectiva. 



SOLUCIONES 


215 


141. Xl = 5A/4, X 2 = 67A/24, S 3 = A. 

142. xi = 1 + 2A — /k, X 2 = 2 — A + /.t , 0:3 = A, £4 = /z, £5 = 1 . 

143. Cuando 2a — 36 + c ^ 0 el sistema no tiene solucion. 

144. Si. xi = —A + 1/2, X 2 = A — 1/2, X 3 = A. 

145. Hay solucion no trivial si |a| = 1. Xi = —aX 2 — 0 CX 3 . 

146. xi = (a + 6 + c)/3, X 2 = (a + u> 2 b + wc)/3, £3 = (a + a ;6 + w 2 c)/3. 

147. a) (1, — 1, 1, — 1, 1). b) incompatible, c) (— A + 7/z/6, A + 5/J./6, A, /s/3, /i). cl) (0, 2, 5/3, —4/3). 

148. a) Solucion unica: a/1,— 2, 6^0: 

a — 6 b(a + 1 ) — 2 a — b 

X= (a — l)(a + 2 ) ’ y= b(a — l)(a + 2 ) ’ ~ = (a-l)(a + 2 ) 

6 = 0 , (6 ^ 1 , a = 1 ), (6 ^ — 2 , a = — 2 ) no hay solucion. 
a = b = 1: x = 1 — z — y. Si a = b = —2: x = z = — 1 — 2y. 

b) a / 0, 6 y^ — 1,1. Solucion unica: (1/a, 0,0). 
a = 0 , b ^ — 1 , 1 , no lray solucion. 

a = 0 , 6 = 1 , solucion: (s, 1 , 0 ) 
a = 0, 6 = —1, solucion: (s, 1/3, 2/3) 
a/ 0 , 6 = 1 , solucion: ((1 — y)/a 1 y, 0 ) 
a/0, 6 = —1, solucion: ((2 — 3z)/2a, z/2, z) 

c) Si 6 a+1, a— 1, — a+1, — a— 1, solucion unica: (l+a 3 + 6 +a 6 — a 2 6 — 6 2 +a 6 2 — 6 3 , — 1 — 2a+a 3 — 6 — 

ab— 3a 2 6+6 2 +a6 2 +6 3 , a(a+a 2 + 6 — 2 a 6 + 6 2 ), a(— 2 — a+a 2 — 6 — 2 a 6 + 6 2 ))/(a+ 6 +l)(a— 6 + 1 ) (a— 6 — 1 ). 

Si 6 = a + 1, a / 0, no lray solucion. Si 6 = 1, a = 0, la solucion es (—1 — z, 1 — t, z, t). 

Si 6 = a — 1, a / 0, no hay solucion. Si 6 = —1, a = 0, la solucion es (—1 + z, 1 + t, z, t). 

Si 6 = —a + 1, a/0,1, la solucion es: (— t + a — 1/2, — £ + (2a 2 — a — 2)/2(a — 1), t + l/2(a — 1), t). 
Si 6 = 0, a = 1 no lray solucion. 

Si 6 = —a — 1, a / 0 no hay solucion. 

d) Si a ^ 1, —3 solucion unica: (— 6 3 — 6 2 — 6 + a + 2, — 6 3 — b 2 + ab + 26 — 1, — 6 3 + a 6 2 + 26 2 — 6 — 
1, a 6 3 + 26 3 — 6 2 — 6 — l)/(a + 3) (a — 1). 

Si a = 1, 6 ^ 1, no lray solucion. Si a = 1, 6 = 1 la solucion es (1 — y — z — t,y, z,t). Si 

a = —3, 6 ^ 1 ,i, —i no hay solucion. Si a = —3, 6 = —1, la solucion es ( t — 1/2, t,t — 1/2, t). Si 

a = —3, 6 = i, la solucion es (f — (1 + i)/4, £ — i/2,£ + (1 — i)/4,£). Si a = —3, 6 = — i, la solucion 
es (£ + ( — 1 + i)/4, £ + i/2, f + (1 + i) /4, £) . 

149. Si a = (3, el sistema no tiene solucion a no ser que ai = • • • = a n . (el caso a = (3 = 0 no lleva a un 
sistema). La solucion, cuando existe, es: (ai — a x ii x 2, ■ ■ ■ ■ x n ). 

Si (3 = (1 — n)a ^ 0, el sistema no tiene solucion a no ser que 5^™=r a * = 0- 
Si (3 ^ a, (1 — n)a, la solucion es: 


Xn = 


(2n — l)a 


n(a — (3) y (n — l)a + (3 ^ 


^ a, : - naj ] , j = 1 , . . . , n 


150. H = (—A + 3/i, 3A — 2 /i, A, /i), A, /a € C. 

151. Si a ^ 0, —3, solucion unica: (— a 3 + a + 6, 5a 2 + 4a — 3, a 4 + 2a 3 — 2a — 3)/(a + 3). Si a = 0, solucion: 
{—y — z,y,z). Si a = —3 no hay solucion. 
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152. a) -2, -3,4, 5. b) 2, -3/2, 5/6, ±n/2. c) 2,3,5,±\/2. cl) 3,2±\/3. e) 1, —3, 7, (—1 =fc *\/3)/2. f) 
1, 2, 3, 6. g) 4, -1/2, -2/3, (-1 ± W 3)/2. h) 3, 1/2, -1/2, -2/3, 5/6. 

153. Derivando: p(l) = 0, p'(l) = 0, p"(l) = 0, p'"( 1) = 2?z 3 — 2n ^ 0. La multiplicidad es 3. 

154. Usar f(A)v = f(X)v, si Ac; = Aw. Si p es raiz de /, puede no ser autovalor de A. Por ejemplo, 
considerar la matriz identidad en 2 x 2 y el polinomio f(t ) = t 2 — 1. 

155. Autovalor A = 0. Autovector: p{i) = 1. 

156. 

/ 1 1 1 \ /3a 0 0 \ 

a) det 1 -1 0 =3^0, b) M(T,8) = 0 35 -3c 

\ 1 0 — 1 / V 0 3c 35 / 

c) Si c ^ 0, pt( A) = —(A — 3a)(A 2 — 65A + 9(5 2 + c 2 )) = — tot(A). Si c = 0, tot = (A — 3a)(A — 35). 

d) T solo es diagonalizable en El 3 si c = 0. En C 3 es siempre diagonalizable. 

157. Las ecuaciones: 

[ f{s)da = A /(t); A f'(t) = f(t), /( 0) = 0 
Jo 

son equivalentes y solo tienen la solucion trivial f(t) = 0. 

158. A = 0, (1, -1,0, ... ,0), ... (0, ... ,0, 1,-1), A = n, (1 1). 

159. a) A1 ser diagonalizable, ker A corresponde al subespacio invariante de autovalor 0. 
b) Por la misma razon que en el apartado b). 

160. det(A — XI) = clet(A — A/)* = clet(A* — XI). Si A tiene inversa, y Av = Xv, entonces = A _1 t. 

161. En la base de vectores propios, ( P es la matriz del cambio de base): 

/ Xi 0 0 \ /0 1 1\ 

M(A,B')=\ 0 A 2 0 , P~ x = 1 -1 0 

V o o a 3 / V i o -i / 

En la base canonica: 

/! -! !\ 

M(A,B) = 2 4 2 

\ 3 3 3 / 

162. A = 0 no es una raiz de A 4 + A — 1, / es un automorfismo. 

163. / no es sobreyectiva. Al ser un endomorfismo, tampoco es inyectiva. 

164. f{v) = 2^((1 + %/5)«i + 2 u 2 ) 

165. 

/ 1 8 0 1 \ 

0 0 10 

2701 
\ 0 3 0 0 / 

166. 
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167. a) 1,2,3, {(1,2,1), (1,1,0), (1,2,2)}. 

b) -1,1(2), {(3, 5, 6), (-1,0,1), (2, 1,0)}. 

c) 1, 2 + 3i, 2 — 3i, {(1, 2, 1), (3 - 3i, 5 - 3i, 4), (3 + 3i, 5 + 3i,4)}. 

d) 0, {(1,3, 0,0), (5, 0,6, 3)}. 

e) 1,2,3, {(1,0,0), (2, 1,0), (9, 6, 2)}. 

f) -3, {(1,0, 6), (1,2,0)}. 

g) -0.6, 0.7, 0.5, 5.4, (0.2, 0.4, -0.4, 1), (-1.2, 0.4, 2.8, 1), (2, -2.4, 0.8, 1), (-3, -2.4, -1.2, 1). 

h) 1, {(3, 1,1,0), (2, -1,0,1)}. 

168. l.i) (a — d) 2 > 4 6c, diagonalizable en IR y C. 

l.ii) ( a — d ) 2 = 46c, 6 = c = 0, diagonalizable en IR y C (diagonal), b ^ 0 o c ^ 0, no diagonalizable. 
2) (a — d) 2 < Abe, diagonalizable en C. 

169. En un base adaptada a la descomposicion, la matriz de A es diagonal por bloques. 


170. er(/) = {0,2, a, 6, c}. Siempre es diagonalizable. No es invertible. 

171. a) Cierta. b) Falsa, c) Cierta. 

172. a) Falsa, b) Cierta. b) Falsa, c) Cierta. 

173. Cierta. El rango de A — XI es siempre 3. 

174. a) 


J = 



b) 


P= l 


/0 0 
2 0 
0 0 
Vo 2 



c) B = 64 1 
175. a) 


J = 


/ 4 

0 

0 

°\ 


/! 

2 

0 

°\ 

0 

4 

1 

0 

, p = 

2 

0 

0 

2 

0 

0 

4 

0 

1 

-2 

0 

0 

Vo 

0 

0 

0/ 


Vo 

-4 

1 

1/ 


b) lin{P 1 ,P 2 }- c) dim ker A = 1, dim im A = 3 

176. En todos los casos, A — PJP -1 donde J es la forma canonica de Jordan, 
a) 


J = 



1 

0 

0 ^ 


( 1 

0 

5 

3 \ 

0 

1 

0 

0 

p 

0 

1 

2 

1 

0 

0 

2 

0 

7 r — 

0 

0 

0 

1 

V 0 

0 

0 

2 / 


l 0 

0 

1 

0/ 


b) 


J = 


(° 

1 

0 

0 ^ 


( ° 

1/3 

0 

0 \ 

0 

0 

0 

0 

P 

0 

0 

— 1A/2 

1/V2 

0 

0 

-V2 

0 

> r ~ 

0 

0 

1 

1 

V o 

0 

0 

V2 ^ 


1 1 

0 

0 

0 / 
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c) 


d) 


e) 


f) 


g) 


h) 


J = 


f -1 

1 

0 \ 


f 1 

0 

1 

to 

0 

-1 

0 

, p = 1 

0 

-1 

2 

V 0 

0 

1 / 


l 0 

0 

1 / 


J = 


/ 

-1 

1 

0 

0 ^ 


( 

-1/3 

-1 

1/3 ^ 


0 

-1 

0 

0 

, p = 

0 

0 

1 

0 


0 

0 

-1 

1 

1 

5/3 

0 

-2/3 

V 

0 

0 

0 

-1 ) 


l 3 

0 

0 



J = 


/510000\ 
0 5 1 0 0 0 

0 0 5 0 0 0 

0 0 0 5 1 0 

0 0 0 0 5 1 

\000005/ 


P = 


/ 000100 \ 
1 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 1 0 
0 1 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 1 
yooiooo/ 



0 

0 

1 

0 

0 


0 

-4 

0 

1 

0 

J = 

0 

0 

0 

0 

0 

, p = 

-1 

-2 

0 

1 

0 


0 

0 

0 

0 

1 


-1 

-3 

0 

1 

0 


\ 0 0 0 0 0 / 


\ -1 -8 0 


1 / 


J = 


J = 


/ 

1 

to 


1 

0 

0 

0 

\ 



f- 

1 1 

-1 

0 

1 

\ 


0 

- 

2 

0 

0 

0 




3 2 

-1 

1 

2 



0 


0 

1 

0 

0 

, p = 


0 0 

1 

1 

1 



0 


0 

0 

1 

1 



1 

1 

1 0 

0 

1 

0 



0 


0 

0 

0 

1 

J 



l 

1 0 

1 

0 

0 

) 

/ 

-1 

0 

0 

0 

0 

\ 


t 

-1 

-2 

0 

1 

0 

\ 


0 

1 

0 

0 

0 




1 

0 

0 

1 

1 



0 

0 

1 

1 

0 


, p = 


1 

1 

1 

0 

0 



0 

0 

0 

1 

1 




1 

0 

0 

1 

0 


V 

0 

0 

0 

0 

1 

J 



1 

0 

-2 

0 

0 

) 



( 

-1 

0 

0 

0 

0 ^ 


( 

-1 

0 

0 

0 

0 \ 



0 

1 

0 

0 

0 



1 

0 

1 

0 

0 

J = 


0 

0 

1 

1 

0 

, p = 


0 

0 

0 

0 

1 



0 

0 

0 

1 

1 



0 

1 

0 

1 

0 



0 

0 

0 

0 

1 ) 


\ 

0 

0 

0 

1 

0/ 


177. a) rango (A) = 2. b) p( A) = A 2 (A 2 — 4), m{ A) = A(A — 2)(A + 2) 


c) P = 


178. Si b = 0 no es diagonalizable. Si b ^ 1 es diagonalizable para todo a: 


( 1 - 

1 

0 


1 

1 -1 

0 

1 - 

1 

0 

1 

^ 1 

1 

1 

0 / 



A = PJP ~ 
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179. a) La imagen es un polinomio de grado 4. 

b) 

/ -2 n -A 2 0 0 0 

—4 -2/i -2A 2 0 0 

0 —3 -2/i — 3A 2 0 

0 0—2 -2/x — 4A 2 

\ 0 0 0 -1 - 2/1 

c) Autovalor: — 2/r. Autovector: a; 4 . 


_21_-2 , 41 3 _l„-2 , 1.3 p-2 

25 e ^ 25 e 5 e ^ 5 e e 


e 0 0 

e B = [ e 2 — e e 2 0 

\ -f e -3 + |e 0 e -3 


181. a) w((xi, X2, £3)) = — 2 >X 2 + X 3 . b) /1 = (c, 2c, — c), c ^ 0. c) /i(2, 3, —1) = 9c. 

182. e 1 = (1, —1,0), e 2 = (1, —1, 1), e 3 = (-1/2, 1, -1/2) 


1 2 -1 

a = 1/2 2 1/2 , det a = -2^0 

\ 1/3 8/3 -1/3 ) 

Pi{x) = -\x 2 + x + 1, P 2 O) = ^x 2 - p 3 (a;) = ^ 

pW = ^y + r ^ 2 + (a+c)a:+ ( a “r^) 


184. w 1 = (6, -3, 0, -1, 6), w 2 = (-3, 2, -1, 0, 1) 

185. (C/z)° n [Cv)° = (C/x +C1/) 0 , dim(C/x + Ci/) = 2 =► dim (((Dp,) 0 n (Ci/)°) = n - 2 

186. 1) a = (ai, 0). 2) cr = (a 2, — ai). 3) cr = (ai + 02, — a 3 + <22). 

187. Matriz de / en la base {u\, . . . U2}: 


/i(ui)/2(«i) •" fi{ui)f 2 {u n ) 


fl(u n )f 2 (ui) ■■■ fl{u n )f 2 (u n ) 


188. Solo f\ lo es. 

189. 

190. 


( 1 V 2 1/3 \ 4q 

1/2 1/3 1/4 , g(t 2 — 2,2t + 4) = — — 

\ 1/3 1/4 1/5 ) 5 



g{x,y) = 13 


191. 1 y 3 son formas bilineales. 

192. a) No es regular, rad = lin{(l, 0, — 1,0), (0, 1,0, — 1)}. sig=(l,l). 

b) B= {(1,1,0, 0)/v/2, (1,-1,0,0)/A (1,0, -1,0), (0,1,0,-!)}. 
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193. 

/ 0 0 1 0 \ 

0 0 0 1 

-1 0 0 0 

\ o-ioo/ 


194. ran(/i) = 2,sig(/i) = (1,1), ran (/ 2 ) = 3,sig(/ 2 ) = (1,2), ran(/ 3 ) = 3,sig (/ 3 ) = (2,1). / 2 y / 3 

son equivalentes en C pero no en IR. 

195. g(u) = (x — 2y ) 2 + 2(y + z/2) 2 — 3z 2 /2. sig(g) = (2, 1). No. 

196. 



197. 


q{u) 



1 

2 


(j 2 + 




198. e = 0, 6 = c, a > 0, ad—b 2 > 0 




199. 

/ 10 3 0 \ 

3 2 1 , 10 > 0, 11 > 0, 1 > 0, ei 

V 0 1 iJ 

200. (1, 1, — 2)/3. 

201. (3, -1,2,0), (4, -2, 0,1). 

202. ujB^yA + vC) = iilob(A) + vujb(C). {A, B) = tr (B t A) es un producto escalar. 

203. 

Ax = 0, A = 

W = {x € V | (■ Ui , x) = 0, i = 1, . . . fc}, W 2- = {y € V | (y, x) = 0, x € W} 

204. 

= ^ = \Z|*’ 93/) = y|(i- 3 t 2 ) 
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206. a) No. b) (0,1,1) 


a) Q(x) = i(2xi + 2 z 2 + x 3 ) 2 + ]^x\ - 2xl, sig(<p) = ( 2 , 1) 


/ V2 V2 1/ \/2 \ ( ( 3 \ / 3 

b) P = 0 0 1/V2 , c) {[ -5 , 0 

\ o V2 o / l V 0 / V -5 


c) + X 2 - x 3 ) 2 - ^(aq -x 2 + X 3 ) 2 , sig = (1,1) 


*)”!= ( l )• “ 2= 7ra ( 1 )’ b) l/I’ c)No 


( 1 1(0 + /?) i(o 2 +/3 2 )\ 

Q = 5(ck + /3) a/3 |"a/3(a + /3) 

\5(a 2 + /3 2 ) \a(3(a+(3) a 2 (3 2 / 

Si a / (3, rango = 2, signatura = (1, 1) Si a = (3, rango = 1, signatura = (1) 

209. a) Cierta. b) Falsa, c) Cierta. d) Cierta. e) Cierta. 


1 0 

n a+y/a 2 + 4 
u 2 

0 0 


a— ya 2 +4 
2 


Si a = 3, vectores isotropos en la base que diagonaliza a <f>: (a^) 2 + ( x 2 ) 2 — (a;(j) 2 = 0. No forman 
un subespacio lineal. </> nunca es definida positiva. 

211. q(x)= (x/3 Xl - ^x 2 - V3x 3 y + ( ] /§x 2 ) 2 + xl (1/a/3, 0, 0), (2/^15, v^, 0) , (1,0,1) 

212. Ortonormalizando por Gram-Schmidt: jrq = 1^(1, 0, i, 0), v 2 = ^=(1, 0, — i, 2)j. Proyector: 


Pw = - 


(2 0 -i 1 
1(0 0 0 0 
3 i 0 2 -i 

Vl 0 i 2 


Base ortonormal: v\, v 2 , v 3 = ^(1,0,— i, —1), tq = (0,1, 0,0). A es unitario. 
213. a) 1 1 Ru 1 1 2 = (Ru, Eu), b) i no es autovalor de a. c) A + ily y A — ily conmutan. 


/ l/y/2 l/y/3 l/y/6 

a)P = 0 l/y/3 -2/v/6 

V -l/y/2 l/y/3 l/y/6 


b)P 3 = 


5 2-1 
2 2 2 
-12 5 


if 1 " 2 1 

P_ 3 = - -2 4 -2 

6 V 1 —2 1 
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215. a) ker/ = {1,0,0, -1)}, im/ = {(-1,0, 0,-1), (0, 1,3,0), (0,3, 1,0)} 
b) {(1,0,0,-1)/V2, (l,0,0,l)A/2, (0, 1,-1,0)/V2, (0, 1, 1,0)/V2, } 


Pn = — 


10 0-1 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

-10 0 1 


P-2 = - 


(I 0 0 1 

10 1-10 


P v~2 


0-1 10 
\1 0 0 1 

11 0 0 \ 

0 0 11 

0 0-11 
-11 00 / 


Pa = - 


/ 0 0 0 0 
1 0 110 
2 0 110 
V o o o o 


a) v \ = r(2, — 1, —2), v 2 = — 7=(1, 2, 0), v 3 = — -=(4, -2,5), a x = 0, a 2 = a 3 = 9 


b)T = ai - -2 1 

J V -4 2 


4 -2 -4 

2 12 
4 2 4 


+«4 


5 2 4 

2 8-2 
4-2 5 


P~ X QP = 


P V5V 1 


qiv)= {7E Vl + 7E V2 ) +6 {~7E V1 + 7E 


2 -1 

1 2 


218. A = /i. 

219. S ± {V) = {Ag M n { C) | A* = -A}. 

i / 2an ai2 + 021 013 + 031 


- I Ol2 + 021 2022 023 + 032 

\ 013 + 031 O23 + O32 2033 


— (012 — 021 ) 0 

— (013 — 031) — (023 — O32) 


Ol 2 — 021 013 — O 3 1 

0 023 _ O32 

(O2.3 — a.32) 0 


220. Ul = (1,0,0,!)/^, u 2 = ( 0 , 1 , 1 , 0 ) 772 , u 3 = (1, -i, i, -l)/2, u A = (1, i, -i, -l)/2 


P = - 


/ 10 0 1 
10110 


0 110 
10 0 1 




1 — i i — 1 

i 1 — 1 — * 

— * — 1 1 i 

— 1 i —i 1 


^ 3 = - 


1 -i 1-1 


* -1 1 

—1 — * i 


221 . ( 1 / 2 , 1 / 2 , 2 ) 

222 . 


223. 0= —1. Eje: (1,1,0 )/ a/ 2- Angulo: n. 

224. A = -A*. 

225. a) Ninguna. b) Infinitas. 

226. a) A > 0m. b) A 2 < 5/3 


cos t 

0 

sen t 

0 

1 

0 

— sen t 

0 

cos t 
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227. 



228. 

dim L\ + dim L/~ = dim H => dim L2 + dim L > dim H 
dim L2 + dim = dim H + dim(L2 H L^~) =>• dim(L2 fl Lx) > 0 


229. (5, -5, -2,-1). 


230. 



6 

-3 


231. ||x|| 2 = (x, x). 

232. 


(a x 0 0 0 \ 

0 a 2 0 0 

0 0 a 3 0 ’ 

\ 0 0 0 a 4 / 


Kl = \a 2 \ = |a 3 | = |a 4 | = 1 


233. A k = I implica que los autovalores son las rai'ces /c-esimas de la unidad. Como A es real y simetrico, 
sus autovalores son reales, ±1. Luego A 2 = I por ser diagonalizable. 

234. 

a ) fqi x , y ) = (v, w)( x, y ) - -((v, x)(w, y) + (v, y)(w, x)) 
b) A q x = (v,w)x — ~((x,w)v+ (x,v)w), c) ker A q = (lin-j/, w}) ± 


235. 


P = 


/ 1/2 1 / V 2 0 1/2 \ 

- 1/2 0 1 / V 2 1/2 

-1/2 0 —I/a/2 1/2 

V -1/2 l/x/2 0 -1/2 / 


236. Base de autovectores: {«i, . . . , u n } 

n n n 

X = ^2 CiUi, ^2 \ci\ 2 = 1 , (x, Ax) = Xj 


(x,T+Tx) = \\Tx\f 


i=l i=l 


i=l 


237. 


4 2 4 
P—7 = — I 2 1 2 


5 -2 -4 


= v -2 


-2 


4 2 4 


-4 -2 5 


238. (-3,1,1), cos^ = 7/18. 

239. 


P = 


2 12 
2 -2 -1 

-1 -2 2 
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240. 


1/3 2/75 2/(375) 

P= I -2/3 1/75 -4/(375) 
-2/3 0 5/(375) 


1 - 


P-3 = ir I -2 
-2 


2 -2 
4 4 


1 


, P6= 9 2 

4 4/ y V 2 



241. 


1/73 1/72 1/76 

P= I -1/73 1/72 -1/76 
-1/73 0 2/76 


Pi = - 



1 - 


P-3 =4 1-1 
-1 


1 -1 

1 1 

1 1 


242. 


b) P = 


1 > 0 , 

Ml 

— ei, 1 x 2 — ei + e2, 

M 3 = 

ei + e 2 + e 3 

( 1 

1 

1 N 

\ ( 1 

2 

0 \ 

0 

1 

1 

p -i Tp= 2 

1 

° 

V 0 

0 

1 , 

/ V 0 

0 

1 / 



En la base canonical 



Pi = 



* = 5 


2 0-2 

10-1 
0 0 0 


243. 


5 -2 


P-i = - -2 


4 -2 



244. 


/ T7W 


a) o-(A) = {0, -^=,--^=}, b )U = 


l+2iy/6 

2 V / 15 

l-2iy / 6 

2\/l5 


2 

VB 

— 2+a\/6 
2 % /l5 
-2-iy/6 
2^15 


1 

VB 

5 

2/15 

5 

2%/l5 


245. 




c) d = 1, d) e A = - 


P 2 = - 


0 2 

2 

V- 

-1 0 

1 + e 2 

0 

1 — e : 

0 

2e 2 

0 

1 — e 2 

0 

1 + e : 


246. ( 1 x 1 , 112 ) = — 1/4 
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247. a) Autoadjunto. b) {—1,0,2} 


/ -1/V3 \ ( ° \ / 2/v^ 

c) iti = -i/V 3 , u 2 = \ i/V% , u.3 = I ~i/V 6 


1 -i -1 


0 0 0 


d) Pi = - i 1 -i , P 2 = - 0 1 i , P 3 = ->4 v 'i = a ~ 2i 1 


0 -i 1 


x / 1 2 i 2 

e) cos(7rA) = - I — 2i 1 2i 

3 V 2 -2i 1 


4 2i 2 


2 i 1 


248. Xi 


= (P 


SikSji — > (P x )i'i(P 1 )j' J (P 1 )fe'fe(P 1 )i'i8i'k'5j'i' = (P 1 )i , i(P 1 )j'i(P 1 )i'fe(P 1 )j'i=8 i kSji 
249. Base ortonormal de IR 2 : {«i,U2}- Base girada: rq = u 2 , rq = — u\. 


0 1 

-1 0 




^111 — 1 ? ^112 — 1 ) ^122 — 1 ) ^222 — 1 


250. Usando: e kij eji m = 8 k l 5 i m - 8 k m 8\ 


251. Tipo: (0,1). {x Ay)\ = x 2 y 3 — x 3 y 2 , (x A y ) 2 = x 3 y 1 — x 3 y 3 , (x A y ) 3 = x 1 y 2 — x 2 y 1 

252. x l Xi = 2, y l yi = 8, x l y t = -3. 

253. e z i l WiVjVi + v k Wk + nv k Vk = n. 

254. Las matrices 7^, I 4 son l.i. 

7°7 1 , 7°7 2 , 7°7 3 , 7 1 7 2 , 7 1 7 3 , 7 2 7 3 son l.i. 

7°7 1 7 2 ) 7°7 1 7 3 ) 7°7 2 7 3 ) 7 1 7 2 7 3 son l.i. 

7°7 1 7 2 7 3 es distinta de cero. 

En total hay 16 matrices l.i. que forman una base de A44(C) 

255. C = c 0 + ci + caAM,, + c 3 T^T„ u + c 4 T^ A„A V + c 3 T^^A v A v . 

256. Tipo (2, 1). X' : PjiXj, c' ijs = P^P^P" 1 ) smC-klm 

257. Si A tiene autovalores A*, los de A 2 son A 2 y los de A 3 , A 3 con los mismos autovectores. Por tanto: 

3 3 

£ Ai = tr A = A % , ^ A 2 = tr A 2 = A\A\ = A^A^, 


E \3 _ X 43 _ AIL \v Ap _ APIA A AP 

A i t-L xl — IA V IA 1 p IA AAyp-tA p 


12 4 

a) a; 1 = x 2 = -, x 3 = -, y 3 = 5, y 2 = 3, y 3 = 2, b) A ljk y i y j y k = 60 

259. a) -4. b) 12. c) 4. d) -4. 

260. t'ni = 1, t\ 12 = \/2, 1 1 22 = 2, ^222 = 2\/2. Las demas son cero. 

261. a) Contravariantes: x n — 1, x ' 2 = 1. Covariantes: x\ = 6, x 2 = 4 b) i) Cierta. ii) Falsa, c) 

44 = 10. 



